Rechnergestützter Entwurf von piezoresistiven Silizium-Drucksensoren mit realem mechanischem Wandler by Stavroulis, Stefanos
Dem Fachbereich Elektrotechnik und Informationstechnik der Technischen Univer-










Referent: Prof. Dr.-Ing. habil. R. Werthschützky
Koreferent: Prof. Dr. rer. nat. W. Langheinrich
Tag der Einreichung: 16.12.03





Die vorliegende Dissertation ist das Ergebnis meiner Tätigkeit als wissenschaftli-
cher Mitarbeiter am Institut für Elektromechanische Konstruktionen der TU Darm-
stadt. Dem Geschäftsführer der Fa. Aktiv Sensor GmbH, Herrn H. Bloch, danke ich
besonders für das mir entgegengebrachte Vertrauen und die Finanzierung der Arbeit
in Zeiten allgemeiner wirtschaftlicher Regression. Für die fachliche Unterstützung
seitens des Unternehmens bedanke ich mich bei den Herren H. Schäfer, A. Peschka,
Dr. P. Thiele und Dr. W. Südkamp.
Mein herzlicher Dank gilt Herrn Prof. Dr.-Ing. habil R. Werthschützky für die aus-
gesprochen gute Betreuung der Arbeit. Seine fachliche Begleitung und seine stete
Hilfsbereitschaft bei Problemen aller Art haben in erheblichem Maße zum Gelingen
dieser Arbeit beigetragen. Bei Herrn Prof. Dr. rer. nat. W. Langheinrich bedanke ich
mich für das Interesse an der Arbeit und sein Engagement als Koreferent.
Besonderes möchte ich mich bei den Studenten, die mit ihren Studien- und Di-
plomarbeiten meiner Arbeit neue Impulse gegeben und so das Projekt vorangetrie-
ben haben, bedanken. An dieser Stelle sei auch den Kollegen gedankt, die durch
ihre Diskussionsbereitschaft den Fortschritt der Arbeit positiv beeinflussten. Den
administrativ-technischen Mitarbeitern am Institut und besonders Herrn B. Jochem
danke ich dafür, dass sie durch ihre tatkräftige Unterstützung zur Lösung von prak-
tischen Aufgaben beigetragen haben.
Bei meiner Familie bedanke ich mich für das Verständnis und die Bereitschaft zur
Förderung aller meiner Vorhaben. Schließlich gilt mein Dank Sylvia für ihre Geduld
und Opferbereitschaft. Für die Entbehrungen der vergangenen Jahre widme ich ihr
diese Arbeit.





1.1 Industrieller Einsatz von piezoresistiven Silizium-Drucksensoren . . 1
1.2 Entwurf von piezoresistiven Silizium-Drucksensoren . . . . . . . . 2
1.3 Zielsetzung der Arbeit . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3
1.4 Inhaltliche Schwerpunkte der Arbeit . . . . . . . . . . . . . . . . . 3
2 Modellbildung piezoresistiver Silizium-Druckmesselemente 7
2.1 Der Entwurfsprozess piezoresistiver Silizium-Druckmesselemente . 7
2.2 Typische Funktionstruktur eines piezoresistiven Silizium-Druckmess-
elementes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 8
2.3 Mechanischer Wandler . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10
2.3.1 Aufbau und Funktionsweise . . . . . . . . . . . . . . . . . 10
2.3.2 Entwurfsparameter zur Berechnung des Übertragungsver-
haltens des mechanischen Wandlers . . . . . . . . . . . . . 14
2.3.3 Modellbildung des mechanischen Wandlers . . . . . . . . . 15
2.4 Mechanoelektrischer Wandler . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 19
2.4.1 Aufbau und Funktionsweise . . . . . . . . . . . . . . . . . 19
2.4.2 Entwurfsparameter zur Berechnung des Übertragungsver-
haltens des mechanoelektrischen Wandlers . . . . . . . . . 23
2.4.3 Modellbildung des mechanoelektrischen Wandlers . . . . . 24
2.5 Der elektrische Wandler . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 28
2.5.1 Entwurfsparameter zur Berechnung des Übertragungsver-
haltens des elektrischen Wandlers . . . . . . . . . . . . . . 28
2.5.2 Modellbildung des elektrischen Wandlers . . . . . . . . . . 29
3 Das Übertragungsverhalten von piezoresistiven Silizium-Druck-
messelementen 33
3.1 Das statische Übertragungsverhalten . . . . . . . . . . . . . . . . . 33
3.1.1 Die Entwurfsparameter . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 33
3.1.2 Die Entwurfskenngrößen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 34
3.1.3 Die Entwurfsaufgabe . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 36
3.2 Das dynamische Übertragungsverhalten . . . . . . . . . . . . . . . 38
3.3 Die Randbedingungen des Sensorentwurfs im Rahmen dieser Arbeit 40
iii
4 Optimierung piezoresistiver Silizium-Druckmesselemente 43
4.1 Die Optimierungsaufgabe des Entwurfs . . . . . . . . . . . . . . . 43
4.1.1 Zielfunktion und Optimierungskriterien der Entwurfsaufgabe 44
4.1.2 Kopplung der Entwurfsparameter mit den Entwurfskriterien 47
4.2 Die Lösung der Optimierungsaufgabe . . . . . . . . . . . . . . . . 50
4.2.1 Der Entwurf als Iterationsaufgabe . . . . . . . . . . . . . . 50
4.2.2 Variation der Entwurfsparameter des mechanischen Wandlers 52
4.2.3 Variation der Entwurfsparameter des mechanoelektrischen
Wandlers . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 53
4.3 Schlussfolgerungen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 54
5 Der reale mechanische Entwurf von Silizium-Druckmessplatten 57
5.1 Analytische Näherungslösungen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 58
5.1.1 Herleitung der Plattengleichung . . . . . . . . . . . . . . . 58
5.1.2 Die Randbedingungen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 63
5.1.3 Spezialfälle . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 64
5.2 Analytische Ansätze für reale Silizium-Druckmessplatten . . . . . . 65
5.3 Numerische Näherungslösungen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 67
5.3.1 Energieprinzipien der Mechanik . . . . . . . . . . . . . . . 67
5.3.2 Grundlagen der FEM-Simulation . . . . . . . . . . . . . . 70
5.3.3 FEM-Simulationsmodelle für reale piezoresistive Silizium-
Druckmesselemente . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 71
5.4 Schlussfolgerungen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 73
6 Ergebnisse des theoretischen Entwurfs 75
6.1 FEM-Simulation der quadratischen Druckmessplatte . . . . . . . . 76
6.1.1 Einfluss der Elementauswahl . . . . . . . . . . . . . . . . . 76
6.1.2 Einfluss der Materialeigenschaften . . . . . . . . . . . . . . 78
6.1.3 Einfluss der Randeinspannung . . . . . . . . . . . . . . . . 79
6.1.4 Einfluss der primären Passivierungsschicht . . . . . . . . . 82
6.1.5 Einfluss des Trägers . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 84
6.1.6 Zusammenfassung der Ergebnisse der FEM-Simulationen . 86
6.2 Lineare analytische Ansätze . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 87
6.2.1 Ansätze für fest eingespannte Druckmessplatten . . . . . . 88
6.2.2 Ansätze für real eingespannte Druckmessplatten . . . . . . 91
6.2.3 Ansätze zur Berücksichtigung der primären Passivierungs-
schicht . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 93
6.3 Nichtlineare analytische Ansätze . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 94
6.3.1 Fest eingespannte Kreisplatte bei großen Durchbiegungen . 95
6.4 Schlussfolgerungen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 100
iv
7 Kopplung der FEM-Simulationen mit den analytischen Näherungs-
ansätzen 103
7.1 Die FEM-Simulationsergebnisse . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 104
7.2 Verfahren zur Herleitung von Funktionen aus den FEM-Simula-
tionsergebnissen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 105
7.2.1 Interpolationsverfahren . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 105
7.2.2 Regressionsverfahren . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 110
7.3 Verfahren zur Ableitung von Koeffizienten . . . . . . . . . . . . . . 119
7.4 Schlussfolgerungen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 120
8 Durchführung und Bewertung des rechnergestützten Entwurfs 123
8.1 Piezoresistive Standard Silizium-Drucksensoren . . . . . . . . . . . 123
8.1.1 Reales Messelement-Design . . . . . . . . . . . . . . . . . 123
8.1.2 Modelle zum Vergleich . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 124
8.1.3 Ergebnisse . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 126
8.2 Piezoresistiver Hochdrucksensor . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 128
8.2.1 Theoretische Grundlagen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 128
8.2.2 Sensordesign . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 131
8.2.3 Messprogrammgestaltung . . . . . . . . . . . . . . . . . . 133
8.2.4 Ergebnisse . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 134
8.2.5 Bau eines Prototyps . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 138
8.3 Schlussfolgerungen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 138
9 Rechnergestützte Entwurfsplattform für piezoresistive Si-Druck-
messelemente 141
9.1 Aufbau der Entwurfsplattform . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 142
9.1.1 Der Berechnungsmodus . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 142
9.1.2 Der Entwurfsmodus . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 146
9.2 Technologische Randbedingungen . . . . . . . . . . . . . . . . . . 147
9.3 Schlussfolgerungen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 150
10 Zusammenfassung der Ergebnisse und Ausblick 151
10.1 Zusammenfassung der Ergebnisse . . . . . . . . . . . . . . . . . . 151
10.2 Ausblick . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 154
A Theoretische Grundlagen 157
A.1 Herleitung des Plattengleichungssystems . . . . . . . . . . . . . . . 157
A.2 Herleitung numerischer Näherungslösungen . . . . . . . . . . . . . 162
A.2.1 Globale Ansätze . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 162
A.2.2 Lokale Ansätze . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 165
v
B Analytische Lösungen 167
B.1 Rechteck- und Quadratplatten . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 167
B.1.1 Fest eingespannte Rechteckplatte „Grober Ansatz“ . . . . . 168
B.1.2 Fest eingespannte Rechteckplatte „Feiner Ansatz“ . . . . . 169
B.1.3 Fest eingespannte Rechteckplatte „Exakter Ansatz“ . . . . . 170
B.1.4 Frei drehbar gelagerte Rechteckplatte . . . . . . . . . . . . 171
B.2 Kreisplatten . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 172
B.2.1 Fest eingespannte Kreisplatte . . . . . . . . . . . . . . . . 172
B.2.2 Festeingespannte Kreisplatte bei großer Durchbiegung . . . 173
B.2.3 Frei drehbare gelagerte Kreisplatte . . . . . . . . . . . . . . 174
















E Vektor des elektrischen Feldes
F AIRY’ sche Spannungsfunktion; Einparametrige Kurvenschar








I0 Speisestrom einer Brücke
In Polynom n− tenGrades
−→





mx, my, mxy, myx Momente
nv Störstellenkonzentration







R Widerstand; Radius; Rand eines Gebiets
R0 Widerstandsgrundwert
r relative Widerstandsänderung; Koordinate
T Periodendauer
t laufende Zeit




WA Arbeit der äußeren Kräfte
WF Formänderungsarbeit
w Durchbiegung
































1.1 Industrieller Einsatz von piezoresistiven
Silizium-Drucksensoren
Die Initialzündung der Mikroelektronik fand im Jahre 1947 mit der Entwicklung
des ersten Transistors statt. Ein Jahrzehnt später wurde die erste integrierte Schal-
tung (IC) realisiert [68]. Ein Ergebnis der intensiven Forschung auf dem Gebiet
der Mikroelektronik ist auch die Entdeckung des piezoresistiven Effekts Ende der
fünfziger Jahre in den Bell Laboratories in den USA, als ein Störeffekt bei den
Transistoren [32].
Der erste piezoresistive Drucksensor in der heutigen Form kam im Jahr 1964 auf
den Markt [32]. Die Drucksensoren-Industrie war am Anfang der sechziger Jahren
auf der Suche nach kostengünstigen und stabileren Druckmesselementen, als Ersatz
zu den damals vorherrschenden Technologien der geklebten Dehnungsmessstreifen
[32]. Der piezoresistive Effekt schien die ideale Lösung aller damals bestehenden
Probleme zu sein. Aus diesem Grund wurde in den 60’ er Jahren intensiv nach der
optimalen Ausnutzung des neuen Prinzips geforscht. Mittlerweile wird der piezore-
sistive Effekt als Wirkprinzip zur Messung auch anderer mechanischer Größen, wie
Kraft und Beschleunigung, verwendet.
Piezoresistive Druckmesselemente sind gegenüber anderen Druckmessprinzipien
durch eine hohe Linearität des Ausgangssignals, einfache Signalverarbeitung, klei-
ne geometrische Abmessungen und geringe Herstellungskosten aufgrund der Mög-
lichkeit der Herstellung im Silizium-Scheibenverband gekennzeichnet. Piezoresis-
tive Drucksensoren werden für unterschiedliche Nenndruckbereiche angeboten und
können deshalb für verschiedene Anwendungen eingesetzt werden. So werden sie
im Kraftfahrzeug zur Überwachung des Ansaug- und Bremsdruckes oder zur Druck-
messung im Common-Rail-System verwendet. In der Verfahrenstechnik werden mit
ihrer Hilfe Prozessdrücke, Durchflussmengen und Füllstände überwacht. Weitere




1.2 Entwurf von piezoresistiven Silizium-Drucksensoren
Die Aufgabe des Entwurfs von piezoresistiven Drucksensoren besteht im Wesentli-
chen in der Analyse des Übertragungsverhaltens des Primärsensors und Festlegung
der Dimensionierung auf Basis von Optimierungskriterien. Abhängig von der Be-
lastung des Messelements in der späteren Anwendung muss das statische und das
dynamische Übertragungsverhalten bestimmt werden.
In dieser Arbeit wird ausschließlich das statische Übertragungsverhalten der Druck-
messelemente untersucht. Die Hauptentwurfskenngrößen sind dabei der Übertra-
gungsfaktor, der Linearitätsfehler, die systematischen Temperaturfehler, der Nenn-
druckbereich und der Überlastfaktor. Im Vordergrund des Entwurfsprozesses steht
die Sicherung eines möglichst großen Übertragungsfaktors bei minimalen systema-
tischen Fehlern für einen vorgegebenen Nenndruckbereich.
Die bekannten Richtlinien zum Entwurf von piezoresistiven Drucksensorelementen
sind in [20], [31], [47], [62] als Ergebnis intensiver Forschungstätigkeit zusammen-
gefasst. Ausgehend von den theoretischen Grundlagen wurden analytische Model-
le zur Beschreibung der Drucksensorelemente aufgestellt und durch experimentel-
le Untersuchungen auf deren Genauigkeit überprüft. Die Genauigkeit der analyti-
schen Lösungen ist vom Vereinfachungsgrad des analytischen Modells abhängig.
Wegen des erforderlichen Rechenaufwands werden in den Modellen Vereinfachun-
gen an der Geometrie (z.B. Einspannung des Verformungskörpers) und an der Be-
schreibung des Einflusses der Umweltbedingungen (z.B. Temperatur und Feuchte)
gemacht. Aufgrund der angenommenen Vereinfachungen weichen die Ergebnisse
der analytischen Modellrechnungen oftmals sehr stark von den experimentellen Er-
gebnissen ab. Die wesentlichen Vorteile des analytischen Verfahrens liegen in der
einfachen Beschreibung der Zusammenhänge mit Hilfe von geschlossen lösbaren
Gleichungen und der schnellen Optimierung des Entwurfs durch Variation der Mo-
dellvariablen.
Die sprunghafte Entwicklung der Rechentechnik ermöglicht es, beim Entwurf pie-
zoresistiver Drucksensorelemente die numerische Simulation am Rechner einzu-
setzen. Hierbei wird ein dem realen Sensorelement exakt gleiches geometrisches
Modell erstellt und nach der Finiten-Elemente-Methode in Elemente zerlegt. Auf-
grund der einfachen Handhabung der FEM-Simulationsprogramme und der großen
Genauigkeit der Ergebnisse der Simulationen, sind FEM-Simulationen zunehmend
ein fester Bestandteil bei der Entwicklung piezoresistiver Drucksensoren. Die Nach-
teile dieses Verfahrens bestehen in der Abhängigkeit der Ergebnisse von der Wahl
der Simulationsparameter, wie z.B. Art und Anzahl der Finiten Elemente zur Mo-
dellierung der Struktur und der hohe Aufwand für die Optimierungsrechnung.
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1.3 Zielsetzung der Arbeit
Im realen Entwurfsprozess piezoresistiver Silizium-Druckmesselemente wird ein
Iterationsverfahren verwendet. Dabei wird ein erster Grobentwurf des Messele-
ments mit analytischen Ansätzen vorgenommen. Dadurch werden Richtwerte für
die Entwurfsparameter ermittelt. Anschließend werden dann FEM-Simulationen
durchgeführt, wobei die Entwurfsparameter um die analytisch ermittelten groben
Richtwerte variiert werden.
1.3 Zielsetzung der Arbeit
Da der beschriebene Iterationsprozess des Entwurfs von piezoresistiven Silizium-
Druckmesselementen zeitaufwendig ist, liegt die Frage nach der Möglichkeit zur
Kombination beider Entwurfsverfahren nahe. Die Grundidee ist, die vorhandenen
analytischen Ansätze zur Beschreibung des mechanischen Verhaltens des Silizium-
Druckmesselements mit Hilfe der FEM-Simulationen zu verbessern. Dabei besteht
das Ziel in der Ermittlung von Verbesserungsvorschriften oder gar neuer analyti-
scher Ansätze aus der Auswertung von FEM-Simulationsergebnissen, die eine aus-
reichende Genauigkeit beim Entwurf von Druckmesselementen ermöglichen.
Ein weiteres Ziel dieser Arbeit ist die Entwicklung einer Software zur Unterstüt-
zung des Entwurfsprozesses von piezoresistiven Silizium-Druckmesselementen. Im
Mittelpunkt steht dabei die Festlegung der Entwurfsparameter auf Basis eines Opti-
mierungsansatzes. Das Programm soll in der Lage sein, ausgehend von einer Reihe
von geforderten Entwurfskennwerten, die Werte aller Entwurfsparameter zu ermit-
teln.
1.4 Inhaltliche Schwerpunkte der Arbeit
Am Anfang der Arbeit wird der gegenwärtig angewandte Entwurfsprozess von pie-
zoresistiven Silizium-Druckmesselementen analysiert. Ausgehend von der Ketten-
anordnung des mechanischen, mechanoelektrischen und elektrischen Wandlers in
der Funktionsstruktur des Druckmesselements werden die Entwurfsparameter je-
des Wandlers festgelegt und das jeweilige Übertragungsverhalten beschrieben. An-
schließend werden die Entwurfskennwerte des statischen Übertragungsverhaltens
definiert und die Entwurfskriterien vorgestellt.
Aufbauend auf der Beschreibung der Entwurfskennwerte und Entwurfskriterien
wird die Entwurfsaufgabe als eine Optimierungsaufgabe behandelt. Es wird dabei
eine Zielfunktion für die Entwurfsaufgabe aufgestellt und die notwendigen Rand-
bedingungen festgelegt.Anhand der Lösung der Optimierungsaufgabe werden die
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1 Einführung
möglichen Optimierungsansätze aus der Variation der Entwurfsparameter des me-
chanischen oder des mechanoelektrischen Wandlers überprüft.
Im fünften Kapitel erfolgt eine Zusammenstellung der analytischen Ansätze aus
der Plattentheorie zur Beschreibung des mechanischen Verhaltens der Silizium-
Druckmessplatte. Neben den herkömmlichen Ansätzen aus der linearen KIRCH-
HOFF’ schen Plattentheorie werden weitere analytische Ansätze zur Behandlung
spezieller Plattenaufgaben, wie z.B. Platten mit Schichten oder Platten mit elasti-
scher Einspannung, untersucht. Parallel wird eine Zusammenstellung verschiedener
FEM-Simulationsmodelle, die zum Vergleich der Ergebnisse mit den analytischen
Ansätzen benötigt werden, durchgeführt.
Aus den Ergebnissen der FEM-Simulationen werden als erstes die Einflüsse simu-
lationsspezifischer Faktoren, wie die Elementeart und die angenommenen Material-
eigenschaften abgeleitet. Darüber hinaus wird der Einfluss der primären Passivie-
rungsschicht und des Trägers auf das mechanische Verhalten des Druckmessele-
mentes durch die Auswertung der FEM-Simulationsergebnisse bestimmt. Es folgt
der Vergleich der Ergebnisse für die Durchbiegungsfunktion und für die mechani-
schen Spannungen, die mit linearen analytischen Ansätzen und durch FEM-Simula-
tionen für die fest eingespannte und die elastisch eingespannte Druckmessplatte er-
mittelt werden. Der entsprechende Vergleich für die nichtlinearen analytischen An-
sätze wird am Beispiel der fest eingespannten Kreisplatte durchgeführt. Anschlie-
ßend erfolgt eine Systematisierung der analytischen Ansätze der für technische An-
wendungen sinnvollen Druckmesselementvarianten. Dabei werden die Grenzen des
Einsatzes der verschiedenen analytischen Ansätze unter Betrachtung der Form der
Druckmessplatte und des realen Aufbaus des Messelements aufgezeigt.
Die Ergebnisse des theoretischen Entwurfs werden mit experimentell ermittelten
Ergebnissen von acht Druckmesselementen verglichen. Darüber hinaus wird die
Vorgehensweise des Entwurfs, bestehend aus dem analytischen Grobentwurf und
dem Feinentwurf durch FEM-Simulationen am Beispiel eines neuartigen piezore-
sistiven Silizium-Hochdrucksensors für Drücke größer als 100 bar, vorgestellt. Ab-
schließend wird die Herstellung von Mustern des neuen Hochdrucksensors und die
Ergebnisse der experimentellen Untersuchungen beschrieben.
Die Untersuchung verschiedener Verfahren zur Ableitung von neuartigen analy-
tischen Ansätzen aus FEM-Simulationsergebnissen ist ein weiterer Schwerpunkt
dieser Arbeit. Hierfür wurden die Möglichkeiten von neuen Ansätzen mit Hilfe der
Interpolation und der Regressionsanalyse der FEM-Simulationsergebnisse evalu-
iert. Insbesondere wird die Anwendbarkeit der Regressionsanalyse am Beispiel der
Bestimmung der maximalen Durchbiegung einer quadratischen Platte überprüft.
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1.4 Inhaltliche Schwerpunkte der Arbeit
Abschließend sind alle Erkenntnisse der vorgestellten Untersuchungen in der Ent-
wicklung eines Entwurfprogramms zur Unterstützung des Entwurfs von piezoresis-
tiven Silizium-Druckmesselementen eingeflossen. Das neu entwickelte Programm
bietet eine Alternative zum gängigen Entwurf nach der Versuch-Irrtum (trial and er-
ror) Methode. Bei dieser Alternative wird die optimale Dimensionierung des Mess-
elementes unter Berücksichtigung von Vorgaben bezüglich des gewünschten stati-






2.1 Der Entwurfsprozess piezoresistiver
Silizium-Druckmesselemente
Aufgrund des hohen zeitlichen Herstellungsaufwandes und kostenintensiven Her-
stellungsprozesses von mikrosystemtechnischen Produkten, kann deren Entwurf
nicht mehr mit der aus der Feinwerktechnik bekannten „Versuch-Irrtum-Methode“
(trial and error) durchgeführt werden. Im Entwurfsprozess der klassischen Inge-
nieursdisziplinen wird die Güte des Entwurfs anhand getesteter Muster festgelegt







Anforderungen an das Druckmesselement
z.B. Nenndruckbereich, Entwurfskennwerte
z. B. festeingespannte Druckmessplatte





Abbildung 2.1: Der Entwurfsprozess mikrosystemtechnischer Produkte am Bei-
spiel eines Silizium-Druckmesselements.
Im Entwurfsprozess in der Mikrosystemtechnik dagegen wird auf verschiedene mo-
derne Hilfsmittel, wie z.B. die FEM-Simulation, zurückgegriffen. Durch FEM-Si-
mulation können das mechanische, thermische und elektrische Verhalten des zu-
künftigen Produktes vor seinem realen Aufbau beschrieben werden. Damit kann
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eine „virtuelle“ Fertigung des mikrosystemtechnischen Produkts der realen Ferti-
gung vorausgehen und somit Kosten zur Herstellung von Versuchsmustern gespart
werden [20].
Am Anfang des Entwurfsprozesses von mikrosystemtechnischen Produkten, wie
z.B. von piezoresistiven Silizium-Druckmesselementen (Abb. 2.1), steht die tech-
nische Aufgabenstellung, aus der die Produktanforderungen in einem Pflichtenheft
zusammengefasst werden. Als nächstes erfolgt die Modellbildung, die die Nachbil-
dung des realen technischen Sachverhalts mit physikalischen und mathematischen
Modellen darstellt. Die Modellbildung ist die Vorstufe der Simulation, die einge-
setzt wird, um den Einfluss verschiedener Entwurfsparameter auf das Verhalten des
Systems zu beschreiben. Nach der anschließenden Verifikation der Simulationser-
gebnisse wird entschieden, ob mit der Konstruktion und dem Musterbau des Pro-
dukts begonnen wird oder ob die Schritte der Modellierung und der Simulation mit
modifizierten Entwurfsparametern erneut durchlaufen werden müssen.
2.2 Typische Funktionstruktur eines piezoresistiven
Silizium-Druckmesselementes
In der Abbildung 2.2 ist die Funktionsstruktur eines Messelementes mit Hilfsener-
gie -aktiver Primärsensor- zur Erfassung mechanischer Größen dargestellt. Die me-
chanische Messgröße µ wird durch den Verformungskörper in die mechanischen
Feldgrößen Dehnung ε und Spannung σ sowie den Ausschlag w umgewandelt. Die-
se Zwischengrößen bewirken eine Änderung von passiven Bauelementen, z.B. ∆R,
∆C und ∆L [20]. Die nachgeschaltete Primärelektronik dient der Umwandlung der














Abbildung 2.2: Die Signalverarbeitungskette von aktiven Messelementen.
Obwohl die Wandler unterschiedliche physikalische Wandlungsvorgänge realisie-
ren, unterliegen sie einer Reihe von gemeinsamen Randbedingungen:
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• Für jeden Wandler kann ein Übertragungsverhalten als das Verhältnis von
Ausgangsgröße zu Eingangsgröße definiert werden, d.h. Ausgangs- und Ein-
gangsgröße sind direkt miteinander verknüpft.
• Das Übertragungsverhalten jedes Wandlers ist eindeutig definierbar und kann
durch einen analytischen Ansatz beschrieben werden. Dieses Merkmal garan-
tiert allerdings nicht, dass der analytische Ansatz zur einer exakten Beschrei-
bung des Übertragungsverhaltens führen muss.
• Das Ziel der Dimensionierung eines Wandlers ist die Optimierung seines
Übertragungsverhaltens in Richtung eines möglichst großen Übertragungs-
faktors bei gleichzeitig möglichst kleinen systematischen Fehlern.
Die Funktion von piezoresistiven Silizium-Druckmesselementen kann durch eine
Kettenanordnung (Abb. 2.3) folgender Wandler beschrieben werden:
• Der mechanische Wandler, der zur Umwandlung des zu messenden Druckes
p in die mechanischen Spannungen (σx, σy) dient.
• Der mechanoelektrische Wandler, der die Änderung des Betrags der Halb-
leiterwiderstände (Ri) auf der Oberseite des Messelements aufgrund der im
Messelement wirkenden mechanischen Spannungen (σx, σy) umwandelt.
• Der elektrische Wandler, der aus der Änderung der Widerstände (∆Ri) eine


















Ri = R0(1 + ri)
ri = ∆Ri/Ri
Abbildung 2.3: Die Funktionsstruktur eines piezoresistiven Silizium-Druckmesse-
lementes.
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2.3 Mechanischer Wandler
2.3.1 Aufbau und Funktionsweise
Piezoresistive Silizium-Druckmesselemente bestehen aus der Verbindung eines Si-
lizium-Chips mit einem Träger. Im Silizium-Chip sind die Funktionen des Verfor-
mungskörpers, des mechanoelektrischen und des elektrischen Wandlers integriert.
Als mechanischer Wandler oder Verformungskörper wird die durch nasschemisches
Ätzen hergestellte Silizium-Druckmessplatte bezeichnet. Der zu messende Druck
erzeugt in der Druckmessplatte mechanische Spannungen, die von den geometri-
schen Abmessungen und den elastischen Materialparametern der Druckmessplatte
abhängig sind.
In dieser Arbeit wird im Gegensatz zum bisherigen Modell des mechanischen Wand-
lers zusätzlich zum Silizium-Chip der Chip-Träger berücksichtigt (Abb. 2.4). Der
Grund dafür liegt in der Tatsache, dass die Rückwirkung des Trägers -Substrat- auf
den Spannungszustand des Verformungskörpers nicht grundsätzlich vernachlässigt
werden darf. Eine Anwendung dieser Rückwirkung wird am Beispiel eines neuarti-





Abbildung 2.4: Grundaufbau eines typischen piezoresistiven Druckmesselements.
Zum Entwurf des mechanischen Wandlers sind folgende Randbedingungen zu be-
rücksichtigen:
• Der zu messende Druck soll in einer eindeutigen und analytisch bestimmba-
ren Beziehung zu den entstehenden mechanischen Spannungen stehen.
• Der mechanische Wandler soll so dimensioniert werden, dass für einen vor-
gegebenen Druckmessbereich die Funktion des Messelements gewährleistet
wird. Es soll sichergestellt werden, dass bei Belastung mit dem niedrigsten
10
2.3 Mechanischer Wandler
zu messenden Druck ein auswertbares, über dem Störabstand liegendes elek-
trische Signal erzeugt wird und dass bei Belastung mit dem Nenndruck die
Bruchspannung des Messelements nicht überschritten wird.
In den nächsten Abschnitten werden die wesentlichen Eigenschaften des Silizium-
Chips und des Substratkörpers im Überblick dargestellt.
2.3.1.1 Silizium-Chip
Der Verformungskörper ist bei der Standardvariante der piezoresistiven Druckmess-
elemente in Form einer durch Ätzen hergestellten Druckmessplatte in einem hoch-
ohmigen monokristalinen n-Silizium-Chip ausgeführt. Da Silizium anisotropes Ma-
terialverhalten aufweist, spielt die Wahl der Orientierung des Silizium-Chips im
Kristallgitter für die mechanischen Eigenschaften der Druckmessplatte eine beson-
dere Rolle. Die zur Herstellung von piezoresistiven Silizium-Druckmesselementen
technisch interessanten Kristallebenen-Orientierungen der Silizium-Chips sind in






Abbildung 2.5: Die für technische Anwendungen bevorzugten Kristallebenen im
Silizium-Einkristall.
Die Herstellung der Druckmessplatte im Silizium-Chip erfolgt in mehreren Schrit-
ten im Scheibenverband (Wafer). Mit den aus der Halbleitertechnik bekannten fo-
tolithographischen Verfahren wird die Rückseite des Wafers strukturiert. Beim an-
schließenden nasschemischen Ätzprozess wird die Druckmessplatte erzeugt. Es wer-
den hauptsächlich zwei Verfahren, das isotrope und anisotrope Ätzen verwendet, die
die Herstellung unterschiedlicher Plattenformen (Abb. 2.6) ermöglichen.
Die Auswahl einer Variante aus den gezeigten Formen für die Druckmessplatte
hängt primär vom Anwendungsfall, dem Druckmessbereich, den zulässigen Linea-
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Abbildung 2.6: Grundformen des Silizium-Verformungskörpers.
ritätsfehlern und den Herstellungskosten des Drucksensors ab. Die einfachen Va-
rianten (1a, 2a und 3) können abhängig von ihrer Dimensionierung zur Messung
von Drücken für beliebige Druckmessbereiche eingesetzt werden. Die Varianten
mit biegesteifen Zentren werden bevorzugt zur genauen Messung von niedrigen
Drücken (< 1 bar) verwendet [62], [90].
2.3.1.2 Substrat
Zur Montage des Silizium-Chips in einem Gehäuse ist die Verbindung mit einem
Träger notwendig. Der Träger dient zur Entkopplung von Temperatur- und Monta-
gespannungen und muss zusätzlich folgende Anforderungen erfüllen [37], [62]:




• Hohe elektrische Isolation des Silizium-Chips
• Sicherung eines an das Silizium angepassten Temperaturausdehnungskoeffi-
zienten
• Geringes Kriechverhalten
• Möglichst geringer Einfluss auf das Übertragungsverhalten des Verformungs-
körpers.
Diese Anforderungen, die sowohl an die Verbindungstechnologie als auch an die
mechanischen und thermischen Eigenschaften des Trägers gestellt werden, beschrän-
ken die Anzahl der Werkstoffe, die zur technologischen Realisierung verwendet
werden können. Im Rahmen von mehreren Forschungsarbeiten wurden in der Ver-
gangenheit ausführlich Werkstoffe und Verbindungsmöglichkeiten untersucht [28],
[37], [62]. In der Tabelle 2.1 sind einige Werkstoffe und Verbindungsverfahren zu-
sammengefasst [91].
Als günstigste Werkstoffe für Träger bieten sich Silizium und Borosilikat-Gläser an.
Der Vorteil von Silizium als Trägerwerkstoff liegt darin, dass nach der Verbindung
des Chips mit dem Träger keine temperaturabhängigen mechanischen Spannungen
im Verbund entstehen können. Zur Erstellung dieser Werkstoffpaarung können das
Eutektische Löten oder das Silicon-Fusion-Bonding eingesetzt werden [29], [90].
Beim Eutektischem Löten wird die Verbindung über eine Gold-Metallisierung der
Verbindungsfläche durchgeführt. Daher erfüllt dieses Verfahren zwei wesentliche
Anforderungen nicht, nämlich die zwischenschichtfreie Verbindung und die elek-
trische Isolation des Silizium-Chips. Die Nachteile beim Silicon-Fusion-Bonding
liegen in den notwendigen hohen Prozesstemperaturen (ca. 1000°C), wodurch die
Planarprozesse erst anschließend durchgeführt werden können.
Bei realen piezoresistiven Silizium-Druckmesselementen hat sich der Einsatz aus-
gewählter Borosilikat-Gläser bewährt. Sie zeichnen sich durch einen Temperatur-
Tabelle 2.1: Trägerwerkstoffe und Verbindungsverfahren zur Herstellung von Sili-
zium-Druckmesselementen.
Trägerwerkstoff Verfahren Zwischenschicht Literatur
Keramik Glaslöten Glaslot [99]
Borosilikat-Gläser Anodisches Bonden keine [26], [56], [61], [96]
Silizium Eutektisches Löten Goldschicht [56], [62]
Silizium Silicon-Fusion-Bonding keine [90]
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ausdehnungskoeffizienten aus, der im Einsatztemperaturbereich der Druckmessele-
mente von (-40°C...+80°C) fast mit dem des Siliziums identisch ist. Durch die nicht
exakt aneinander angepassten thermischen Ausdehnungskoeffizienten im Bereich
der für die Herstellung notwendigen Temperaturen (ca. 350°C ... 450°C) entstehen
während des Abkühlprozesses mechanische Spannungen im Messelement. Sie wer-
den den druckinduzierten mechanischen Spannungen (Nutzsignal) überlagert und
verfälschen somit das Ausgangssignal des Druckmesselements.
2.3.2 Entwurfsparameter zur Berechnung des
Übertragungsverhaltens des mechanischen Wandlers
Der auf das Messelement wirkende Druck p führt zu einer Durchbiegung w der
Druckmessplatte. Aufgrund der Deformation werden in ihr mechanische Spannun-
gen erzeugt. Das Übertragungsverhalten des mechanischen Wandlers beschreibt den
Zusammenhang zwischen den erzeugten mechanischen Spannungen (Spannungs-
tensor ((σ))) in der Druckmessplatte und dem Belastungsdruck p (Abb. 2.7).
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Abbildung 2.7: Durchbiegung und mechanische Spannungen in einer zweiseitig
eingespannten Silizium-Druckmessplatte.
Bei realen Silizium-Druckmessplatten ist die Plattendicke h im Vergleich zu den
restlichen geometrischen Abmessungen wesentlich kleiner. Demzufolge ist bei Be-
lastung senkrecht zur xy-Ebene die Dehnung in der z-Richtung vernachläßigbar
klein. Somit kann die Annahme getroffen werden, dass in der Platte ein ebener
Spannungszustand herrscht [21], [53].
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Die druckinduzierten mechanischen Spannungen in der Druckmessplatte werden
durch die Rückwirkung der Verbindung mit dem Träger beeinflusst. Ebenso ist
bei sehr dünnen Druckmessplatten der Einfluss der Passivierungsschichten auf der
Oberseite der Silizium-Chips zu berücksichtigen (Tab. 2.2).
Im Folgenden sind die Entwurfsparameter, von denen das Übertragungsverhalten
des mechanischen Wandlers abhängig ist, zusammengestellt:
• Die kristallografische Orientierung des Silizium-Chips. Da Silizium anisotro-
pe Materialeigenschaften aufweist, müssen sie bei der Berechnung des me-
chanischen Verhaltens des Messelements berücksichtigt werden.
• Die Druckmessplattenform. Die üblichen Druckmessplattenformen sind in
der Abbildung 2.6 dargestellt.
• Die geometrischen Abmessungen von Silizium-Chip, Druckmessplatte und
Träger.
• Die Verbindung zwischen Silizium-Chip und Träger, sowie die Montage des
Messelements auf einem Sockel. Die verschiedenen Trägerwerkstoffe und die
Verbindungsverfahren sind in der Tabelle 2.1 zusammengefasst. Die Montage
der Messelemente auf einem Träger kann entweder durch Elastomere oder
Epoxidharze durchgeführt werden.
2.3.3 Modellbildung des mechanischen Wandlers
In der Abbildung 2.8 ist das Modell eines realen Silizium-Druckmesselements im
Schnitt dargestellt. Der Silizium-Chip ist an seiner Unterseite zwischenschichtfrei
mit einem Träger verbunden. Auf der Oberseite des Silizium-Chips befinden sich
die implantierten Halbleiterwiderstände. Sie werden durch Aluminium-Leiterbahnen
zu einer Wheatstone-Brücke verschaltet. Außerdem sind in der Abbildung 2.8 die
Primär- und Sekundärpassivierungsschichten zur mechanischen und elektrischen
Abschottung des Silizium-Chips dargestellt.
Da die exakte analytische Beschreibung des mechanischen Verhaltens des gesamten
Messelements aufgrund der komplexen geometrischen Form nicht möglich ist, wer-
den eine Reihe von Vereinfachungen mit dem Ziel der Sicherung der analytischen
Modellierung der Platte vorgenommen. Diese Vereinfachungen resultieren aus der
Tatsache, dass für den Entwurf des mechanischen Wandlers nur die Stellen auf der
Oberseite der Silizium-Platte von Interesse sind, an denen die mechanischen Span-
nungen betragsmäßig am größten sind. Auf der rechten Seite der Abbildung 2.8 ist
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Abbildung 2.8: a) Reales Modell eines Silizium-Chips
b) Ersatzmodell einer Silizium-Druckmessplatte für die analyti-
sche Berechnung.
das Modell dargestellt, welches zur analytischen Beschreibung des mechanisches
Verhaltens des Verformungskörpers verwendet wird. Zur Erstellung dieses Modells
werden folgende Annahmen und Vereinfachungen vorgenommen:
• Annahme einer festen, idealen Plattenrandeinspannung
• Druckeinleitung ganzflächig und nur auf der Oberseite der Platte
• Vernachlässigung der Passivierungsschichten
• Vernachlässigung des Trägers
• Annahme von isotropen Materialeigenschaften für die Silizium-Druckmess-
platte.
Die Folge dieser Vereinfachungen sind Abweichungen zwischen dem theoretisch
ermittelbaren mechanischen Verhalten und dem tatsächlichen Verhalten des mecha-
nischen Wandlers. In der Tabelle 2.2 wird der Einfluss der Vereinfachungen an-
hand des Vergleichs von FEM-Simulationsergebnissen des realen piezoresistiven




Tabelle 2.2: Der Einfluss verschiedener Parameter auf die Berechnung der maxi-
malen Durchbiegung wmax einer Platte.



































Bemerkungen E: E-Modul, I: Trägheitsmoment
a: Plattenbreite, K: Plattensteifigkeit
Die analytische Beschreibung des mechanischen Verhaltens der Platte wird mit
Hilfe der Plattentheorie durchgeführt (s. Kap. 5). Die Lösung des beschreibenden
Differentialgleichungssystems aus zwei biharmonischen partiellen Differentialglei-
chungen ist nur unter Berücksichtigung der Randeinspannung der Platte möglich.
Die aktuell verwendeten analytischen Ansätze für die Silizium-Druckmessplatte ge-
hen von einer idealen festen Randeinspannung der Platte, also ohne Verschiebun-
gen der Einspannstelle, aus. Die vorrangig verwendeten Modelle werden von der
KIRCHHOFF‘ schen Plattentheorie abgeleitet.
Für den speziellen Fall der fest eingespannten Platte gibt es eine Reihe von analyti-
schen Lösungen [5], [21], [24], [88], [97], die zur Beschreibung des mechanischen
Verhaltens von Druckmessplatten unterschiedlicher Formen verwendet werden kön-
nen. In der Tabelle 2.3 sind beispielhaft die notwendigen Berechnungsvorschriften
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zur Beschreibung des mechanischen Verhaltens einer fest eingespannten quadrati-
schen Druckmessplatte dargestellt.















Plattensteifigkeit K = Eh
3
12(1− µ2)




































E: E-Modul, µ: Querkontraktionszahl
a: Kantenlänge der Platte, h: Plattendicke
K: Plattensteifigkeit
Eine Zusammenstellung weiterer Lösungen für andere industriell bedeutsame Sili-
zium-Druckmessplattenarten ist im Anhang B angegeben. Die detaillierte Beschrei-
bung zur Herleitung der analytischen Lösungen, sowie die analytischen Ansätze für





2.4.1 Aufbau und Funktionsweise
Die im Messelement erzeugten mechanischen Spannungen werden durch den me-
chano-elektrischen Wandler in eine Widerstandsänderung ∆R der dotierten Wider-













Abbildung 2.9: Der mechanoelektrische Wandler.
Der mechanoelektrische Wandler wird durch integrierte hochdotierte p+ Gebiete
gebildet, die durch Ionenimplantation [29], [90] auf der Oberfläche der n-dotierten
Silizium-Druckmessplatte erzeugt werden (Abb. 2.9). Aufgrund von mechanischen
Spannungen wird in dotierten Materialien die Beweglichkeit der Ladungsträger be-
einflusst [49], [90]. Der piezoresistive Effekt beschreibt die Abhängigkeit des Ten-
sors des spezifischen Widerstands ((ρ)) vom Tensor der mechanischen Spannungen
((σ)). Die phänomenologische Beschreibung des piezoresistiven Effekts wird durch
die Einführung der Piezowiderstandskoeffizienten piij vorgenommen [84], [90].
Das OHM’ sche Gesetz kann für den Fall eines Kristalls mit anisotropen Eigen-
schaften in folgender Form angegeben werden:
~E = ((ρ)) ·~j (2.1)
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 mit ρij = ρji, ∀ i 6= j (2.2)
Darin sind ~E der Vektor des elektrischen Feldes, ~j der Vektor der Stromdichte und
((ρ)) der Tensor des spezifischen Widerstands. Die Elemente des Tensors des spezi-
fischen Widerstands sind im vorliegenden Fall vom kubisch orientierten Silizium-
Kristall, symmetrisch um die Diagonale angeordnet, so dass sich die 9 Koeffizienten
(ρij) auf 6 reduzieren.
Wird der Kristall mechanisch belastet, so entsteht im Innern ein mechanisches Span-
nungsfeld, wie am Beispiel eines Volumenelementes in der Abbildung 2.10 darge-
stellt. Darin kennzeichnen die Koordinatenachsen 1, 2 und 3 die Normalrichtungen
der Vektoren des elektrischen Feldes und der Stromdichte. Aus der Abbildung ist
ersichtlich, dass außer den mechanischen Spannungen parallel zu den Koordinaten-















σ11 = σ1, σ22 = σ2, σ33 = σ3
σ12 = σ21 = σ4
σ13 = σ31 = σ5
σ23 = σ32 = σ6
Abbildung 2.10: Die mechanischen Spannungen in einem Silizium-
Volumenelement.
Da im mechanisch unbelasteten Fall der spezifische Widerstand isotrop (ρ11 =
ρ22 = ρ33 = ρ0 und ρ12 = ρ13 = ρ23 = 0); bei mechanischer Beanspruchung aber




























Der Zusammenhang zwischen den Koeffizienten des Tensors ((ρ)) und des mecha-
nischen Spannungstensors ((σ)) wird im allgemeinen Fall über die 6×6 Matrix mit
den piezoresistiven Koeffizienten piij dargestellt.
Zur Vereinfachung der Schreibweise wird üblicherweise statt der Tensornotation
die Matrixnotation gewählt [90]. In der Tensornotation laufen die Indizes jeweils
von eins bis drei, in der Matrixnotation von eins bis sechs (Tab. 2.4).








Im vorliegenden Fall wird aufgrund der kubischen Symmetrie des Silizium-Kristalls














pi11 pi12 pi12 0 0 0
pi12 pi11 pi12 0 0 0
pi12 pi12 pi11 0 0 0
0 0 0 pi44 0 0
0 0 0 0 pi44 0










Durch Kombination der angegeben Gleichungen können die Beziehungen für das
elektrische Feld in einem Kristall mit kubischer Symmetrie in Abhängigkeit von
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den mechanischen Spannungen in seinem Innern angegeben werden. Die experi-
mentelle Erfahrung zeigt, dass für die Größe der Änderung des spezifischen Wider-
standes diejenigen Komponenten von Bedeutung sind, die die Beziehung zwischen
der Stromdichte und den parallel zur Stromrichtung wirkenden mechanischen Span-
nungen (Longitudinal-Effekt) und die Beziehung zwischen der Stromdichte und der
senkrecht dazu wirkenden mechanischen Spannungen (Transversal-Effekt) wieder-
geben. Es existiert auch ein Schereffekt, der sich in dem Fall bemerkbar macht, dass
die Änderung des spezifischen Widerstands auf die Scherspannungen zurückzufüh-
ren ist.
In der Silizium-Druckmessplatte entsteht, wie im vorherigen Abschnitt erläutert
wurde, ein ebener Spannungszustand. Wird das mechanische Spannungsfeld durch
zwei senkrecht zueinander stehende Komponenten σx und σy beschrieben, so kön-
nen auch zwei resultierende piezoresistive Komponenten pil und piq für die entspre-










Abbildung 2.11: Piezoresistiver Widerstand im ebenen Spannungsfeld.
Damit kann für die relative Widerstandsänderung eines Piezowiderstands folgende
einfache Beziehung angegeben werden
∆ρ
ρ
= pil · σx + piq · σy (2.5)
Hier sind pil der longitudinale und piq der transversale piezoresistive Koeffizient,
σx die mechanische Spannung parallel zur Stromrichtung und σy die mechanische
Spannung senkrecht zur Stromrichtung im Messwiderstand.
Für einige technisch wichtige Kristallorientierungen sind die Beziehungen für die
piezoresistiven Koeffizienten pil und piq in der Tabelle 2.5 dargestellt [49], [62].
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Tabelle 2.5: Longitudinale und transversale piezoresistive Koeffizienten für aus-
gewählte Widerstandsanordnungen in Abhängigkeit der kristallogra-








(100) [100] pi11 [010] pi12
(100) [110] pi11 + pi12 + pi44
2
[1¯10] pi11 + pi12 − pi44
2
(110) [111] pi11 + 2pi12 + 2pi44
3
[1¯12] pi11 + 2pi12 − pi44
3
(110) [110] pi11 + pi12 + pi44
3
[001] pi12
(111) [112] pi11 + pi12 + pi44
2
[1¯10] pi11 + 5pi12 − pi44
6
Dotierung NA [cm-3] ρ [Ω cm] pi11 [mm2/N] pi12 [mm2/N] pi44 [mm2/N]
p- Silizium 1.8 · 1014 7.8 6.6 · 10−5 −1.1 · 10−5 138.1 · 10−5
n- Silizium 6 · 1014 11.7 −102.2 · 10−5 53.4 · 10−5 −13.6 · 10−5
2.4.2 Entwurfsparameter zur Berechnung des
Übertragungsverhaltens des mechanoelektrischen Wandlers
Das Übertragungsverhalten des mechanoelektrischen Wandlers beschreibt den Zu-
sammenhang zwischen der Änderung der Piezowiderstände und den mechanischen
Spannungen in der Druckmessplatte. Im Folgenden sind die wesentlichen Parame-
ter, von denen das Übertragungsverhalten des mechanoelektrischen Wandlers ab-
hängig ist, zusammengestellt:
• Die kristallografische Orientierung des Silizium-Chips und der ausgewähl-
ten Orientierung der Piezowiderstände auf dem Chip. Wie im Abschnitt 2.4.1
bereits gezeigt wurde, gibt es nur wenige technisch interessante Widerstand-
sorientierungen.
• Die Lage der Piezowiderstände auf der Druckmessplatte. Die Piezowiderstän-
de werden an Stellen angeordnet, an denen die mechanische Spannungen zu
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einer möglichst großen Widerstandsänderung führen. Obwohl dafür theore-
tisch auch Anordnungen der Piezowiderstände in der Plattenmitte möglich
sind, werden solche Anordnungen in der Praxis aufgrund von Zuleitungspro-
blemen nicht verwendet.
• Die geometrischen Abmessungen und die Beschaffenheit -Dotierungskon-
zentration und Homogenität- der Widerstände. Die Dotierung der Widerstän-
de hängt direkt mit der Eindringtiefe und dem Störstellenprofil und somit mit
der räumlichen Ausdehnung der Piezowiderstände zusammen.
• Die Temperaturabhängigkeit der piezoresistiven Koeffizienten. Die piezore-
sistiven Koeffizienten weisen eine starke Temperaturabhängigkeit auf [20],
[29], [62], [90].
2.4.3 Modellbildung des mechanoelektrischen Wandlers
In der Abbildung 2.12 ist die Oberfläche eines Silizium-Druckmesselementes dar-
gestellt. In der Detaildarstellung ist einer der vier implantierten Piezowiderstände
vergrößert skizziert. Der Piezowiderstand besteht aus zwei parallel zueinander im
Abstand aw verlaufenden Bahnen. Die Widerstandsbahnen sind p+-dotierte Gebiete
in dem Silizium-Chip. Die beiden Widerstandsbahnen werden miteinander elek-
trisch über hochdotierte p++-Gebiete verbunden. Auf der anderen Seite enden die
Piezowiderstände ebenfalls an hochdotierten p++-Gebieten, die zur Kontaktierung
der Aluminiumleiterbahnen dienen. Die Länge jeder Widerstandsbahn ist lw und
ihre Breite ist bw.
Im Weiteren soll ausgehend von diesem Modell das typische Übertragungsverhalten
des mechanoelektrischen Wandlers beschrieben werden. Die allgemeine Formel zur




, hw = zj (2.6)
Darin sind ρ0 der spezifische Widerstand im mechanisch unbelasteten Fall, lw die
Länge, bw die Breite und hw die Dicke des Widerstands. Die relative Widerstands-



























































Abbildung 2.12: Der mechanoelektrische Wandler.
Da bei Halbleiterwiderständen die Gestaltsänderung im Vergleich zum piezoresisti-
ven Effekt eine um den Faktor 50 bis 100 kleinere Widerstandsänderung zur Folge













= pil · σx + piq · σy (2.10)
Der Verlauf der mechanischen Spannungen ist auf der Druckmessplatte ortsabhän-
gig und deshalb muss zur Berechnung der relativen Widerstandsänderung in der









Entsprechend muss auch das Integral über die Dicke des Piezowiderstands für die
piezoresistiven Koeffizienten gebildet werden (Gl. 2.12), weil das Dotierungsprofil
ebenfalls über der Dicke des Piezowiderstands variiert [20], [62], [73]. Das Dotie-
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rungsprofil der Halbleiterwiderstände wird durch eine Gauss- oder eine Fehlerfunk-














Bei der Modellierung des mechanoelektrischen Wandlers werden sehr oft bei der
Berechnung von pil und piq die Komponenten pi11 und pi12 vernachlässigt, da sie im
Vergleich zu pi44 sehr klein sind (Tab. 2.5). In der Abbildung 2.13 ist der typische

























ϑ = 250 K
ϑ = 300 K
ϑ = 350 K
Abbildung 2.13: Verlauf des p¯i44 Koeffizienten in Abhängigkeit des spezifischen
Widerstands ρ¯ für drei Temperaturen.
Durch Einführung der Mittelwerte p¯il,q und σ¯x,y wird Gleichung 2.10 überführt in:
∆ρ
ρ
= p¯il · σ¯x + p¯iq · σ¯y (2.13)
Die wesentlichen Entwurfsparameter zur Modellierung des mechanoelektrischen
Wandlers sind in der Tabelle 2.6 zusammengefasst.
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aw: Abstand zwischen den Widerstandsbahnen
nV : Störstellenkonzentration
n0: Störstellenkonzentration an der Oberfläche des Piezowiderstands
zj: Eindringtiefe
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2.5 Der elektrische Wandler
Der elektrische Wandler erfüllt die Funktion der Umwandlung der Widerstandsän-
derung der Piezowiderstände in ein elektrisches Signal. Die einfachste Realisierung










Abbildung 2.14: Widerstandsanordnung (elektrischer Wandler).
Die Änderung jeweils zweier gegenüber liegender Piezowiderstände ist aufgrund
des symmetrischen Aufbaus der Druckmessplatte gleichsinnig. Eine möglichst große
Ausgangsspannung der Brücke kann gewährleistet werden, wenn die Änderungen
zweier benachbarter Piezowiderstände gleich groß sind aber unterschiedliche Vor-
zeichen haben. Das kann durch die geeignete Wahl der kristallografischen Orientie-
rung der Druckmessplatte und der Orientierung der darauf liegenden Piezowider-
stände erreicht werden.
2.5.1 Entwurfsparameter zur Berechnung des
Übertragungsverhaltens des elektrischen Wandlers
Das Übertragungsverhalten des elektrischen Wandlers beschreibt den Zusammen-
hang zwischen der Änderung der Piezowiderstände und der Diagonalspannung ua
der Brücke.
Für die Auslegung der Brücke müssen folgende Merkmale berücksichtigt werden:
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• Die Anzahl der veränderbaren Widerstände in der Brücke. Hier wird zwischen
der Viertel-, der Halb- und der Vollbrücke mit jeweils einem, zwei oder vier
veränderlichen Piezowiderständen, unterschieden.
• Art der Speisung der Brücke. Hier wird zwischen der Strom- und der Span-
nungsspeisung unterschieden.
Die verschiedenen Möglichkeiten der Anordnung der piezoresistiven Widerstände
in einer Brückenschaltung sind in der Tabelle 2.7 zusammengefasst.
Ein wesentlicher Vorteil der Auswertung über die Brückenschaltung besteht darin,
dass aufgrund des symmetrischen Aufbaus der Brücke der Einfluss von verschiede-
nen Störgrößen, die auf alle Widerstände gleichzeitig wirken, wie z.B. die Tempe-
ratur, kompensiert werden können. In einer aktuellen Forschungsarbeit [98] wurden
alternative Signalverarbeitungsstrukturen mit der klassischen Wheatstone-Brücke
verglichen. Dabei wurde von der Betrachtung des Gesamtsystems der Signalaus-
wertung ausgegangen und speziell die Möglichkeit der Optimierung hinsichtlich
der Reduzierung der Kosten ohne Einbuße im Übertragungsverhalten überprüft.
2.5.2 Modellbildung des elektrischen Wandlers
Das analytische Modell des Übertragungsverhaltens des elektrischen Wandlers ent-
spricht den Bestimmungsgleichungen der Diagonalspannung der Brücke. Allerdings
werden auch in diesem Fall Annahmen getroffen, die zu Abweichungen zwischen
dem ideal angenommenen Übertragungsverhalten und dem realen Übertragungs-
verhalten des elektrischen Wandlers führen. Es wird generell bei der Modellbildung
angenommen, dass die Grundwerte R0,i aller in der Brücke verschalteten Piezowi-
derstände Ri gleich groß sind. Diese Vereinfachung hat zur Folge, dass im unbe-
lasteten Zustand die Ausgangsspannung der Brücke Null ist. In der Realität aber
unterliegen die Piezowiderstände Fertigungstoleranzen, so dass immer eine vom
Null abweichende Diagonalspannung -Offset-Spannung- im unbelasteten Zustand
vorhanden ist.
Im Fall der spannungsgespeisten Vollbrücke (Abb. 2.14) können für den Idealfall
folgende Beziehungen angenommen werden:
∆Ri = Ri −R0i (2.14)
∆R1 = ∆R3 = +∆R, r1 = r3 (2.15)
∆R2 = ∆R4 = −∆R, r2 = r4 (2.16)
R01 = R02 = R03 = R04 = R0 (2.17)
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· U0 · (r1 − r2) (2.18)
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Darin sind U0 die Speise- und ua die Ausgangsspannung der Vollbrücke und r1, r2,
r3, r4 die relativen Widerstandsänderungen der Piezowiderstände.
Ähnlich können auch alle anderen Beziehungen zwischen dem Ausgangssignal der
Brücke (Spannung oder Strom), der Brückenart (Viertel-, Halb-oder Vollbrücke)
und der Art der Brückenspeisung hergeleitet werden.
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3 Beschreibung des Übertragungsverhaltens
von piezoresistiven
Silizium-Druckmesselementen
Zum Vergleich verschiedener Druckmesselemente werden eine Reihe von Kenn-
größen definiert, die die Übertragungseigenschaften der Messelemente beschreiben
sollen. Diese Kenngrößen charakterisieren, in Abhängigkeit der Belastungsart, das
statische und dynamische Übertragungsverhalten eines Druckmesselementes. Die
Kennwerte des statischen Übertragungsverhaltens beschreiben das Verhalten des
Druckmesselementes bei einer quasi-statischen Belastung. Das dynamische Über-
tragungsverhalten beschreibt das Verhalten eines Druckmesselementes bei einer
zeitlich veränderlichen Druckbelastung. Die Entwurfskenngrößen für beide Arten
des Übertragungsverhaltens können in drei Gruppen unterteilt werden:
• der Übertragungsfaktor bzw. die Übertragungsfunktion,
• die systematischen Fehler und
• die zufälligen Fehler.
Das Ziel des Entwurfs von piezoresistiven Silizium-Druckmesselementen besteht
darin, die Entwurfsparameter (Abschnitt 3.1.1) so zu bestimmen, dass die geforder-
ten Entwurfskenngrößen (Abschnitt 3.1.2) möglichst vollständig erfüllt werden.
3.1 Das statische Übertragungsverhalten
3.1.1 Die Entwurfsparameter
Als Entwurfsparameter für piezoresistive Silizium-Druckmesselemente werden alle
Parameter bezeichnet, die während des Entwurfsprozesses variiert und festgelegt
werden. Durch die Beschreibung der Funktion des Messelementes mit mehreren
Wandlern können, wie im Kapitel 2 dargestellt wurde, auch die Entwurfsparameter
in entsprechenden Gruppen zusammengefasst werden (Tab. 3.1).
33
3 Das Übertragungsverhalten von piezoresistiven Silizium-Druckmesselementen













elektrischer Anzahl der BrückenwiderständeSpeisungsart
3.1.2 Die Entwurfskenngrößen
Wird ein piezoresistives Silizium-Druckmesselement zur Messung von statischem
Druck oder eines zeitlich sehr langsam veränderlichen Druckes verwendet, so ist
nur sein quasi-statisches Übertragungsverhalten von Interesse.
Es gibt eine Reihe von Normen mit empfehlendem Charakter [11], [12], die zur Be-
stimmung der Übertragungseigenschaften von Drucksensoren herangezogen wer-
den können. Nach [11] erfolgt die Beschreibung der Sensorkennwerte durch die
Angabe der Kennlinienabweichung, der Wiederholbarkeit, des Temperatureinflus-
ses und der Langzeitdrift.
Diese Kenngrößen können aus den Messergebnissen von geeigneten Messregimen
[9] abgeleitet werden und beschreiben nur das Übertragungsverhalten und die sys-
tematischen Fehler der Drucksensoren. In der Praxis aber existieren auch zufällige
Fehler, die durch die Sensorelektronik nicht kompensiert werden können und daher
die erreichbare minimale Messunsicherheit der Drucksensoren beschränken [54].
Die zufälligen Fehler können nur durch die statistische Auswertung der Messergeb-
nisse von mehreren Messreihen ermittelt werden.
Als statische Hauptentwurfskenngrößen piezoresistiver Drucksensoren werden fol-
gende Größen betrachtet:
• der Übertragungsfaktor B0,
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• die systematischen Fehler, bestehend aus Linearitätsfehler FLin, Hysterese-
fehler FH , Kriechfehler FK , Temperaturfehler des Nullpunktes FN und des
Übertragungsfaktors FB,
• die druck- und temperaturinduzierten zufällige Fehler Fz.
Als systematische Fehler werden Fehler bezeichnet, deren Ursache bekannt ist, wie
z.B. die Temperaturfehler FN und FB. Die systematischen Fehler sind reproduzier-
bar und können kompensiert werden. Zufällige Fehler dagegen entstehen aufgrund
von technologischen Unvollkommenheiten und unvorhersehbarer nicht exakt be-
stimmbarer Einflüsse. Zufällige Fehler können auch aus der zufälligen Kombina-
tion vieler Einzeleinflüsse entstehen. Deren Angabe mit Betrag und Vorzeichen ist
somit nicht möglich [63], [72]. In diesem Fall werden durch die statistische Analyse
der Messwerte Angaben zur Streuung und der Toleranzbandbreite gemacht.
In der Abbildung 3.1 sind die Hauptentwurfskenngrößen des quasi-statischen Über-
tragungsverhaltens graphisch dargestellt. Zur Darstellung wurde die Beschreibung
nach der Festpunkteinstellung herangezogen [62]. Im Diagramm wird der Druck p
als Messgröße und die Temperatur ϑ als Störgröße berücksichtigt. Die Entwurfs-
kenngrößen werden für die Referenztemperatur ϑ0 dargestellt.
Die Kurve für um(p) wird aus den Mittelwerten der Messergebnisse gebildet, die
während mehrerer Messzyklen bei Be- und Entlastung des Messelements gemessen
werden. Die Mittelwerte der Messergebnisse während der Belastungsphase wer-
den mit u↑ und die Mittelwerte der Messergebnisse während der Entlastungsphase
mit u↓ gekennzeichnet. Die Messergebnisse sind mit zufälligen Fehlern Fz behaf-
tet. Die maximale Abweichung zwischen u↑ und u↓ bezogen auf die Nennpannung
uN,ϑ0 wird als Hysteresefehler FH bezeichnet. Bei der gewählten Festpunkteinstel-
lung zur Beschreibung des statischen Übertragungsverhaltens verläuft die Gerade
uϑ0(p) durch die Nullpunktspannung u0,ϑ0 und durch die maximale Ausgangsspan-
nung umax,ϑ0. Die Steigung dieser Geraden wird als Übertragungsfaktor B0,ϑ0 be-
zeichnet. Die auf die Nennspannung uN,ϑ0 bezogene maximale Differenz zwischen
um(p) und uϑ0(p) beschreibt den Linearitätsfehler FLin.
Der Einfluss der Temperaturänderung verursacht eine Parallelverschiebung der dar-
gestellten Kurven entlang der Ausgangsspannungs-Achse und eine Drehung um die
Nullpunktspannung u0,ϑ. Die Differenz der Nullpunktspannungen bei zwei unter-
schiedlichen Temperaturen bezogen auf die Nennspannung bei Referenztemperatur
uN,ϑ0 wird als Temperaturfehler des Nullpunkts FN bezeichnet. Entsprechend wird
die Drehung der Geraden uϑ(p) um den Nullpunkt als Temperaturfehler des Über-
tragungsfaktors FB bezeichnet und wird aus der Differenz der Nennspannungen bei
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Abbildung 3.1: Die Entwurfskenngrößen des quasi-statischen Übertragungsverhal-
tens.
zwei unterschiedlichen Temperaturen bezogen auf die Nennspannung bei Referenz-
temperatur gebildet.
3.1.3 Die Entwurfsaufgabe
Die Aufgabe des Entwurfs von piezoresistiven Silizium-Druckmesselementen be-
steht in der Festlegung der Entwurfsparameter der einzelnen Wandler (Tab. 3.1) auf
der Basis vorgegebener Entwurfskriterien. Die Entwurfskriterien können als Opti-
mierungszielstellungen (Tab. 3.2) für die Hauptentwurfskenngrößen definiert wer-
den. Die Anforderungen an die Druckmesselemente in Form von konkreten Zahlen-
werten für die Entwurfskennwerte, wie sie in der industriellen Praxis üblich sind,
stellen Grenzwerte für die Entwurfskriterien dar.
Das optimale statische Druckmesselementverhalten ist durch einen möglichst großen
Übertragungsfaktor und minimale systematische Fehler für einen vorgegebenen Nenn-
druckbereich definiert. Die zufälligen Fehler können zwar nicht berechnet werden,
müssen aber für ein optimales Sensorübertragungsverhalten auch minimal sein. Die
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Tabelle 3.2: Kenngrößen und Kriterien für den Entwurf von piezoresistiven Druck-
sensoren.
Entwurfskenngröße Definition Kriterium
Nennspannung uN = umax − u0 uN −→ Maximum






























Reduktion der zufälligen Fehler kann nur durch eine Optimierung der technologi-
schen Prozesse erzielt werden und ist somit kostenintensiv.
Der schematische Ablauf zur Ermittlung der Abhängigkeit der Entwurfskenngrö-
ßen von den Entwurfsparametern und der Belastung ist in der Abbildung 3.2 darge-
stellt. Die analytischen Modelle zur Beschreibung der einzelnen Umwandlungsstu-
fen wurden in den vorangegangenen Kapiteln vorgestellt.
Die Teilprobleme der Entwurfsaufgabe bestehen somit in der Bestimmung der ein-
zelnen Übertragungsfaktoren der hintereinander geschalteten Wandler.
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PSfrag replacements
Druck p, Temperatur ϑ Entwurfsparameter(s. Tab. 3.1)
σx, σy = f(Belastung, Entwurfsparameter)
rx, ry = f(σx, σy)
ua = f(rx, ry)
B0, FLin, FN , FB = f(ua)
B0, FLin, FN , FB = f(p, ϑ, Entwurfsparameter)
Abbildung 3.2: Die Entwurfskenngrößen als Funktion der Entwurfsparameter und
der Belastung.
3.2 Das dynamische Übertragungsverhalten
Die Beschreibung des dynamischen Übertragungsverhaltens erfolgt durch die An-
gabe der dynamischen Fehler im Zeit- und Frequenzbereich. Zur Ermittlung der
Übertragungsfunktion des Messelements werden vorzugsweise zwei Anregungs-
funktionen verwendet: die harmonische Anregung oder der Drucksprung (Abb. 3.3)
[22], [38].
Das Verhalten im Bereich tiefer Frequenzen wird auf die Kriechvorgänge in den
Verbindungsstellen und im Glaskörper zurückgeführt und wird mit einem Druck-
sprung (pN ) als Testfunktion bestimmt. Im Zeitbereich ist das Kriechverhalten als
ein asymptotischer Ausgleichsvorgang erkennbar. Die Ursachen für das Kriechver-
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Abbildung 3.3: a) Sprungantwort zur Bestimmung des dynamischen Verhaltens ei-
nes Messelements im Zeitbereich
b) Typischer Verlauf der Übertragungsfunktion eines piezoresisti-
ven Silizium-Druckmesselements im Frequenzbereich [38], [62].
halten liegen in temperaturbedingten Eigenstörungen im Messelement und in mon-
tagebedingten Einflüssen, wie z.B Kriechen von Trägermaterialien und Klebstoffen.
Das höherfrequente dynamische Verhalten von piezoresistiven Silizium-Druckmess-
elementen kann hinreichend durch das Übertragungsverhalten eines Tiefpassystems
mit Resonanz beschrieben werden [38]. Die Resonanzfrequenz ist von der Nach-
giebigkeit und der Masse der Silizium-Druckmessplatte abhängig und liegt in der
Größenordnung von einigen zehn kHz [62].
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3.3 Die Randbedingungen des Sensorentwurfs im
Rahmen dieser Arbeit
Auf Grund der vorgegebenen technologischen Entwurfsparameter wird das Sen-
sorübertragungsverhalten vor allem durch den mechanischen Wandler bestimmt.
Daher konzentrieren sich die weiteren Betrachtungen auf den Entwurf des mecha-
nischen Wandlers, der Festlegung der Widerstandsanordnung und deren optimalen
Abmessungen. Für die weiteren Betrachtungen in dieser Arbeit werden folgende
Entwurfsrandbedingungen festgelegt:
• Vorgegebene Planartechnologie und damit festgelegte Kennwerte für R0, ρ,
pil,q
• Vorgegebene Kristallorientierung und Silizium-Wafer-Typ
• Vorgegebene Montagetechnik des Messelements
• Als elektrischer Wandler wird eine ideale spannungsgespeiste Vollbrücke ver-
wendet
Eine detaillierte Auflistung der angenommenen Randbedingungen ist in der Tabelle
5.3 angegeben. Im folgenden wird der Verbund aus Silizium-Chip und Pyrex-Träger
als Druckmesselement bezeichnet. Die Verbindung der beiden Materialien ist zwi-
schenschichtfrei und ganzflächig fest. Der auf einem Sockel geklebte Druckmesse-
lement wird Primärsensor genannt (Abb. 3.4). Die Verbindung des Druckmessele-
ments mit dem Sockel wird als unnachgiebig angenommen. Die elektrische Kon-










Abbildung 3.4: Aufbau des Primärsensors eines piezoresistiven Silizium-Druck-
sensors.
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Tabelle 3.3: Die Randbedingungen des Entwurfs.
Parameter Grundvariante Spezialvarianten
Wafer n− Si (4") —
kristallographische
Orientierung (100) (110), (111)
Waferdicke 390 µm —
Ätzverfahren isotrop, anisotrop —













Plattenabmessungen Breite: (500 ... 5000) µm —











































Länge: (45 ... 95) µm
Breite: (5 ... 10) µm
Abstand zwischen
den Bahnen: (10 ... 20) µm
—
Lage variabel —
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4 Optimierung des Übertragungsverhaltens von
piezoresistiven Silizium-Druckmesselementen
Der Entwurf von piezoresistiven Silizium-Druckmesselementen ist gegenwärtig so
weit fortgeschritten, dass theoretisch Silizium-Druckmesselemente für beliebige
Nenndruckbereiche, Anforderungen und Übertragungseigenschaften hergestellt wer-
den können. Praktisch bieten die Hersteller aber aufgrund der hohen Herstellungs-
kosten nur Druckmesselemente für ausgewählte Nenndruckbereiche und mit an-
wendungsbezogenen festgelegten Eigenschaften an. Werden von Anwendern Druck-
messelemente gefordert, die nicht in der Produktpalette der Hersteller vorhanden
sind, dann muss ein Neuentwurf durchgeführt werden. Meistens wird jedoch auf
Grund der hohen Kosten auf einen solchen Neuentwurf verzichtet.
Im Rahmen dieser Arbeit soll daher der Entwurfsprozess von piezoresistiven Si-
lizium-Druckmesselementen analysiert und nach Möglichkeiten der Kostenreduk-
tion des Herstellungsprozesses gesucht werden. Das Ziel ist die Erstellung eines
Entwurfprogramms für reale piezoresistive Silizium-Drucksensoren, welches eine
rasche Übersicht der verschiedenen möglichen Entwürfe für unterschiedliche An-
wenderanforderungen erlaubt. Zusätzlich soll der Trend bei Variation verschiedener
Entwurfsparameter bestimmt werden können.
4.1 Die Optimierungsaufgabe des Entwurfs
Als Optimierungsgegenstand beim Entwurf von piezoresistiven Silizium-Druck-
messelementen gilt die Ermittlung von geeigneten Entwurfsparametern für die ein-
zelnen Wandler (Abschnitt 2.2), so dass vorgegebene Anforderungen für die Ent-
wurfskriterien (Abschnitt 4.2.1) erfüllt werden. Von besonderer Wichtigkeit sind
dabei die mit einem Neuentwurf verbundenen Herstellungskosten der piezoresisti-
ven Silizium-Druckmesselemente.
In der Abbildung 4.1 ist eine graphische Darstellung der Aufgabe des Neuent-
wurfs von piezoresistiven Silizium-Druckmesselementen, so wie sie sich für den
Sensorentwickler stellt, dargestellt. Die Punkte stellen die Druckmesselemente aus
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der Produktpalette des Herstellers dar. Die Koordinaten x1 und x2 jedes Punktes
kennzeichnen die Entwurfskennwerte, wie z.B den Übertragungsfaktor B0 und den
Linearitätsfehler FLin. Auf der z−Achse werden die Herstellungskosten angegeben.
Ein neu herzustellendes Druckmesselement kann entsprechend seiner gewünschten
Entwurfsparameter in der Graphik eingezeichnet werden. Da aufgrund seiner Her-
stellung Kosten anfallen, liegt dieser Punkt im Abstand z1 von der Menge der vor-
handenen Elemente. Die Abschätzung der Herstellungskosten für ein Messelement












Abbildung 4.1: Graphische Darstellung des Neuentwurfs von piezoresistiven Sili-
zium-Druckmesselementen aus der Sicht des Sensor-Herstellers.
Durch diese Darstellung kann eine erste Aussage darüber getroffen werden, wel-
che der schon existierenden Druckmesselemente ein gegenüber dem geforderten
Übertragungsverhalten ein ähnliches Verhalten aufweisen. Es können somit Ent-
wurfsparametersätze aus vorhandenen Lösungen als Grenzwerte für den Entwurf
des neuen Druckmesselements ermittelt werden. Des weiteren kann eine Reduzie-
rung der Herstellungskosten erfolgen, wenn vorhandene technologische Ressour-
cen, wie z.B. Ätz- und Dotierungsmasken, verwendet werden können.
4.1.1 Zielfunktion und Optimierungskriterien der Entwurfsaufgabe
Bei der Lösung der Entwurfsaufgabe von piezoresistiven Silizium-Druckmessele-
menten wird die gleichzeitige Erfüllung von mehreren gekoppelten Entwurfskrite-
rien gefordert. Die Optimierungskriterien für den Übertragungsfaktor B0, den Li-




















Darin sind pN der Nenndruck, uN die Nennspannung, u0,ϑ die Nullpunktspannung
und uN,ϑ die Nennspannung bei der Temperatur ϑ.
Aus den Gleichungen 4.1 bis 4.4 ist die Verkopplung der einzelnen Entwurfskenn-
werte miteinander über die Nennspannung uN ersichtlich. Mit zunehmender Nenn-
spannung uN steigt der Übertragungsfaktor B0 an. Gleichzeitig erhöhen sich aber
auch die absoluten systematischen Fehler Fsys (Tab. 3.2).
Für den realen Entwurf von piezoresistiven Silizium-Druckmesselementen, wo kon-
krete Anforderungen für die Entwurfskennwerte angegeben werden, können die
Gleichungen 4.1 bis 4.4 wie folgt geschrieben werden:
B0 = f1(Entwurfsparameter) ≥ A (4.5)
FLin = f2(Entwurfsparameter) ≤ B (4.6)
FN = f3(Entwurfsparameter) ≤ C (4.7)
FB = f4(Entwurfsparameter) ≤ D (4.8)
Darin stellen die Funktionen fi, i = 1, 2, ..., 4 die analytischen Zusammenhänge
zwischen der jeweiligen Entwurfskenngröße und den Entwurfsparametern dar. Die
Konstanten (A, B, C, D) sind die vom Anwender geforderten Werte für die Ent-
wurfskenngrößen.
Der Lösungsbereich der Optimierungsaufgabe ist die Menge der Entwurfsparame-
tersätze, die alle Entwurfskriterien gleichzeitig erfüllen. Als Zielfunktion der Ent-
wurfsaufgabe kann die Minimierung der Abweichungen zwischen den vorgegebe-
nen geforderten Entwurfskennwerten B0, FLin, FN , FB und den für den jeweiligen
Entwurfsvorschlag erzielbaren Entwurfskennwerte B0(i), FLin(i), FN(i), FB(i) für
den i − ten Entwurfsparametersatz betrachtet werden. Wird die Bedingung der
gleichzeitigen Erfüllung der Entwurfskriterien durch eine Addition beschrieben, so
gibt die aufgestellte Zielfunktion ein Maß für die Güte eines Entwurfsvorschlags.
f(B0, FLin, FN , FB) = α | A−B0(i) | +β | B − FLin(i) | +
+γ | C − FN(i) | +δ | D − FB(i) |−→ Min. (4.9)
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Die Faktoren α, β, γ, δ sind dimensionslose Gewichtungsfaktoren für die einzelnen
Entwurfskenngrößen, die Werte zwischen 0 und 1 annehmen können. Wird einer
der Faktoren gleich Null gesetzt, so verschwindet die entsprechende Entwurfskenn-
größe aus der Zielfunktion.
Die Zielfunktion ist linear und wird optimal erfüllt, wenn jedes einzelne Summen-
glied minimal wird. In diesem Fall werden die Nebenbedingungen der Optimie-
rungsaufgabe durch folgenden Gleichungen beschrieben:
B0(i) = A (4.10)
FLin(i) = B (4.11)
FN(i) = C (4.12)
FB(i) = D (4.13)
i = i.− Entwurfsiteration
Für den Fall eines spannungsgespeisten Druckmesselements mit dem Nenndruck
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4.1 Die Optimierungsaufgabe des Entwurfs
FN(i) = αN ·∆ϑ = C ⇐⇒
u0(ϑ)− u0(ϑ0)
uN ·∆ϑ
·∆ϑ = C ⇐⇒
(rl − rq)|p=0,ϑ − (rl − rq)|p=0,ϑ0 = (rl − rq)|pN · C (4.16)
FB(i) = αB ·∆ϑ = D ⇐⇒
uN(ϑ)− uN(ϑ0)
uN ·∆ϑ
·∆ϑ = D ⇐⇒
(rl − rq)|pN ,ϑ − (rl − rq)|N ,ϑ0 = (rl − rq)|pN ·D (4.17)
Darin sind U0 die Speisespannung, uN die Nennspannung, rl und rq die relative
Widerstandsänderungen in Längs-und Querrichtung, αB und αN die Temperaturko-
effizienten des Übertragungsfaktors und des Nullpunktes. Die Indizes p0, pi und pN
kennzeichnen Größen, die auf die Belastung p0, pi und pN bezogen werden. Ent-
sprechend kennzeichnen die Indizes ϑ und ϑ0 Kenngrößen, die bei einer beliebigen
Temperatur ϑ bzw. bei Referenztemperatur ϑ0 ermittelt werden.
Aus den Gleichungen 4.14 bis 4.17 ist ersichtlich, dass die Entwurfskennwerte li-
neare Funktionen der relativen Widerstandsänderungen rl und rq sind. Da diese wie-
derum linear von den mechanischen Spannungen in der Silizium-Druckmessplatte
abhängig (Gl. 2.10) sind, können die Entwurfskennwerte auch als Funktionen von
den mechanischen Spannungen aufgestellt werden.
4.1.2 Kopplung der Entwurfsparameter mit den Entwurfskriterien
Zur Erläuterung der prinzipiellen Vorgehensweise beim mechanischen Entwurf von
piezoresistiven Silizium-Druckmesselementen wird das in der Abbildung 4.2 dar-
gestellte Beispiel verwendet. Es wird ein Silizium-Chip mit der Ebenenorientie-
rung (100) und eine quadratische Druckmessplatte mit der Kantenlänge a und der
Plattendicke h betrachtet. Auf der Plattenoberseite sind vier Piezowiderstände der
Länge lw und der Breite bw jeweils im Abstand lx vom Chipmittelpunkt in einer
spannungsgespeisten Vollbrücke verschaltet.
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Abbildung 4.2: Modell zur Erläuterung des Entwurfsprozesses piezoresistiver Si-
lizium-Druckmesselemente.
Für die weiteren Betrachtungen wird vorausgesetzt, dass der gewünschte Übertra-
gungsfaktor B0 mindestens den Wert A annehmen soll und der Linearitätsfehler
FLin höchstens gleich dem Wert B werden darf. Es wird vorausgesetzt, dass der Li-
nearitätsfehler mit der Festpunkteinstellung ermittelt wird und dass der maximale
Wert für p = pN/2 auftritt. Aus den Gleichungen 4.14 und 4.15 folgt:
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4.1 Die Optimierungsaufgabe des Entwurfs
Darin sind U0 die Speisespannung der Vollbrücke, uN die Nennspannung und σx
bzw. σy sind die mechanischen Spannungen in der x- und y-Richtung auf der Platte.
Aus den beiden Ungleichungen können zwei Schranken für den zulässigen Lö-
sungsbereich des Ungleichungssystems in Abhängigkeit der Entwurfsparameter und
der Entwurfskennwerte bestimmt werden. Der Lösungsbereich des Ungleichungs-
systems (Gl. 4.18 und 4.19) kann graphisch bestimmt werden. In der Abbildung 4.3
entsprechen die zwei dargestellten Kurven im Diagramm dem typischen Verlauf
der mechanischen Spannungsdifferenz (σx−σy) entlang der Symmetrieachse x auf
der Oberfläche des Silizium-Chips. Als Messdruck wird der Nenndruck pN und der






































































Abbildung 4.3: Graphische Darstellung der Lösung des Ungleichungssystems für
die Optimierung piezoresistiver Silizium-Druckmesselemente.
Die dunkelgrau hinterlegte Fläche im Diagramm kennzeichnet die Lage der Piezo-
widerstände auf der Druckmessplatte für die die Anforderung bezüglich des Über-
tragungsfaktors B0 erfüllt ist. Entsprechend definiert die hellgrau hinterlegte Fläche
die Lage der Piezowiderstände, für die der Linearitätsfehler kleiner oder gleich dem
geforderten Wert FLin ist. Im hellgrau schattierten Bereich sind somit beide Anfor-
derungen gleichzeitig erfüllt. Dieser Bereich markiert den zulässigen Lösungsbe-
reich für einen optimalen Entwurf.
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Da in die Zielfunktion nunmehr die Differenz der mechanischen Spannungen (σx−
σy) eingeht, muss eine zusätzliche Nebenbedingung berücksichtigt werden. Die me-
chanischen Spannungen σx und σy dürfen betragsmäßig den Wert der Bruchspan-
nung von Silizium an keiner Stelle auf der Druckmessplatte übersteigen. In der Pra-
xis wird zusätzlich ein Sicherheitsfaktor von mindestens 2 bei der Dimensionierung
des Silizium-Druckmesselements vorgesehen, so dass eine Sicherung der Funkti-
on des Messelements auch bei Überlastung in vorgegebenen Grenzen gewährleistet
werden kann.
4.2 Die Lösung der Optimierungsaufgabe
4.2.1 Der Entwurf als Iterationsaufgabe
Die Optimierungsaufgabe des Entwurfs von piezoresistiven Silizium-Druckmess-
elementen wird nicht streng im mathematischen Sinne gelöst. Nach der Optimie-
rungstheorie wird für eine Zielfunktion und für gegebene Nebenbedingungen nach
einem absoluten Minimum oder Maximum der Zielfunktion gesucht. Die Anwen-
dung dieses Lösungsverfahrens für die Aufgabe des Entwurfs von Druckmessele-
menten mit der Zielfunktion Gl. 4.9 und den Nebenbedingungen Gl. 4.14 bis 4.17
würde zur Bestimmung eines einzigen Entwurfsparametersatzes führen. Die Rea-
lisierung jedes neuen Entwurfsvorschlags ist für den Messelement-Hersteller aus
Kostengründen nicht immer sinnvoll.
Zur Lösung der Entwurfsaufgabe werden daher alle mögliche Variationen der Ent-
wurfsparametersätze gesucht, die zur Erfüllung der Entwurfskriterien führen. Da
es sich dabei aber um eine Vielzahl von Entwurfsparameterkombinationen handelt,
muss eine Einschränkung durch eine gezielte Auswahl durchgeführt werden.
In der Abbildung 4.4 sind die Zusammenhänge und die Vorgehensweise zur Lö-
sung der Entwurfsaufgabe schematisch dargestellt. Zu Beginn werden die Anfor-
derungen an die einzelnen Entwurfskennwerte des statischen Übertragungsverhal-
tens umgeformt, wie in den Gleichungen 4.18 und 4.19 angegeben, so dass sie in
Abhängigkeit der mechanischen Spannungen in der Druckmessplatte ausgedrückt
werden können. Die Grenzen für die Optimierungskriterien werden einerseits von
der Bruchspannung des Siliziums und andererseits von den vorgegebenen Startwer-
ten für den mechanoelektrischen und den elektrischen Wandler festgelegt (Gl. 4.18
und 4.19).
Als nächster Schritt werden Startwerte für die Entwurfsparameter der einzelne Wand-
















α ≤ σx − σy ≤ β
σx, σy ≤ Bruchspannung
B0 − A −→Min.
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4 Optimierung piezoresistiver Silizium-Druckmesselemente
die mechanischen Spannungen in der Druckmessplatte für den gewünschten Nenn-
druckbereich berechnet. Wenn die berechneten mechanischen Spannungen die Op-
timierungskriterien (α, β) erfüllen, werden daraus die erzielbaren Entwurfskenn-
werte berechnet. Als Abbruchkriterium der Optimierungsaufgabe kann die Mini-
mierung der Differenz zwischen den errechneten und den geforderten Entwurfs-
kennwerten definiert werden. Wenn die Abbruchkriterien nicht erfüllt werden, folgt
eine Variation der Entwurfsparameter und die Berechnung wird als weiterer Iterati-
onsschritt erneut durchgeführt.
Die Dimensionierung der Druckmesselemente wird aufgrund der Tatsache erschwert,
dass die Dimensionierung der einzelnen Wandler nicht unabhängig voneinander
durchgeführt werden kann. Der Einfluss des elektrischen Wandlers auf das stati-
sche Übertragungsverhalten des piezoresistiven Silizium-Druckmesselementes ist
am einfachsten zu bestimmen, weil er lediglich durch Multiplikationsfaktoren in
den Bestimmungsgleichungen der Entwurfskennwerte berücksichtigt wird (Tab. 2.6).
Die Dimensionierung des elektrischen Wandlers ist somit entkoppelt vom mecha-
nischen Entwurf des Druckmesselements. Die Durchführung des Optimierungspro-
zesses kann somit ausschließlich auf die Optimierung des mechanischen und des
mechanoelektrischen Wandlers konzentriert werden.
4.2.2 Variation der Entwurfsparameter des mechanischen Wandlers
In der Abbildung 4.5 ist das Schnittbild des piezoresistiven Silizium-Druckmess-
elements dargestellt. Als Entwurfsparameter des mechanischen Wandlers werden
die Materialparameter und die geometrischen Abmessungen der einzelnen Kom-
ponenten definiert. Darin sind a die Plattenbreite, M die Ätzmaskenbreite, H die






a = M − 2 · H−htanα
Abbildung 4.5: Die Variationsmöglichkeiten des mechanischen Wandlers.
Die vollständige analytische Beschreibung des mechanischen Verhaltens des rea-
len Messelements ist aufgrund der komplizierten Geometrie und der Vielzahl der
auftretenden mechanischen Randbedingungen (anisotrope Materialeigenschaften,
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Schichten, Verbindung unterschiedlicher Materialien) nicht möglich. In der Praxis
wird als Näherungslösung zunächst nur das mechanische Verhalten der Silizium-
Druckmessplatte berücksichtigt. Aufgrund der anisotropen Ätzeigenschaften des
Siliziums sind die Entwurfsparameter der Druckmessplatte miteinander verkoppelt
(Abb. 4.5). Die Dimensionierung des mechanischen Wandlers kann in Abhängig-
keit des Ätzwinkels mit einer einzigen Variablen, dem Verhältnis von Plattendicke
h zu Plattenbreite a, durchgeführt werden. Unter der Annahme, dass die technolo-
gischen Schritte zur Herstellung eines neuen Druckmesselements mit vorhandenen
Hilfsmitteln, wie z.B. Dotierungsmasken, durchgeführt werden, ist die Variation der
Entwurfsparameter des mechanischen Wandlers die kostengünstigste Variante für
einen Neuentwurf. Die Variation der Entwurfsparameter des mechanischen Wand-
lers wird durch die Variation der Plattenform und der geometrischen Abmessungen
des Silizium-Chips und der Druckmessplatte realisiert.
4.2.3 Variation der Entwurfsparameter des mechanoelektrischen
Wandlers





















Abbildung 4.6: Die Variationsmöglichkeiten des mechanoelektrischen Wandlers.
Die Variation des mechanoelektrischen Wandlers kann prinzipiell durch folgende
Möglichkeiten erfolgen:
• Variation der Dotierung nV (z) der Piezowiderstände,
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• Variation der Lage lx, ly der Piezowiderstände auf der Platte und
• Variation der Abmessungen lw, bw der Piezowiderstände.
Die Gleichungen zur Berechnung der relativen Widerstandsänderungen können in










































Darin sind rl und rq die relativen Widerstandsänderungen von einem in Längs- und
einem in Querrichtung liegenden Piezowiderstand, pil und piq die piezoresistiven
Koeffizienten in Abhängigkeit der Dotierung nV und der Orientierung der Piezowi-
derstände im Silizium-Kristall, lx, ly die Mittelpunkte und lw die Länge bzw. bw die
Breite der Piezowiderstände.
Aus den Gleichungen 4.20 und 4.21 ist ersichtlich, dass der Entwurf des mecha-
noelektrischen und des mechanischen Wandlers über die mechanischen Spannun-
gen und die Lage der Piezowiderstände in der Platte miteinander verkoppelt sind.
Die Variation der Plattenbreite führt zu einer Verschiebung des Mittelpunkts der
Piezowiderstände auf der Platte. Die Verringerung der Plattenbreite führt zu einer
Verschiebung des Mittelpunkts der Piezowiderstände in Richtung des Plattenrandes
und die Zunahme der Plattenbreite zu einer Verschiebung in Richtung des Platten-
mittelpunkts.
4.3 Schlussfolgerungen
In diesem Kapitel wurde der Entwurfsprozess von piezoresistiven Silizium-Druck-
messelementen unter Berücksichtigung der realen Anwenderanforderungen analy-
siert. Da es sich dabei um eine Optimierungsaufgabe handelt, wurde eine Zielfunk-
tion aufgestellt, die als Maß für die Güte des Entwurfs angenommen werden kann.
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Durch die Darstellung vorhandener Entwürfe in einem Diagramm können auf einfa-
che Weise Grenzen für die Entwurfsparameter des benötigten Druckmesselements
festgelegt werden. So kann z.B. durch die Umformulierung der Beziehung für den
statischen Übertragungsfaktor ein Grenzwert für die Differenz der mechanischen
Spannungen bei Nennbelastung in Abhängigkeit von den Entwurfsparametern des
mechanischen, des mechanoelektrischen und des elektrischen Wandlers bestimmt
werden. Durch Hinzuziehen der umformulierten Beziehung für den Linearitätsfeh-
ler kann die optimale Lage der Piezowiderstände auf der Platte bestimmt werden.
Der Entwurf von piezoresistiven Silizium-Druckmesselementen wird als Iterations-
prozess ausgeführt. Nach der vorgestellten Methode hat der Hersteller die Mög-
lichkeit, verschiedene Entwurfsparametersätze auf deren Eignung zur Herstellung
eines Messelements mit einem gewünschten statischen Übertragungsverhalten zu
überprüfen. Die zwei beschriebenen Möglichkeiten der Optimierung können als Al-
gorithmus zur Automatisierung des Entwurfsprozesses verwendetet werden. Seine
Implementierung in einer Software-Lösung wird im Kapitel 9 vorgestellt.
Einen wesentlichen Faktor des Entwurfsprozesses stellen die Herstellungskosten
der Elemente dar. Ein Entwurf ist aus der Sicht des Herstellers optimal, wenn er die
Anwenderanforderungen erfüllt und mit minimalen Herstellungskosten verbunden
ist. Die Berücksichtigung der Kosten ist auch mit der hier vorgestellten Methode
möglich. Dazu müssen die Kosten als eine weitere Entwurfskenngröße für die eine
obere Schranke vom Hersteller definiert werden muss, behandelt werden. Die Be-
stimmung dieser Schranke ist ausschließlich von betriebswirtschaftlichen Faktoren
abhängig und kann daher nicht verallgemeinert angegeben werden. Einige solcher
Bestimmungsfaktoren sind z.B. die Kosten für Ätz- und Dotierungsmasken, die er-
forderliche Anzahl an Präparationsschritten und die Anzahl der Elemente auf einem
Wafer.
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5 Der reale mechanische Entwurf von
Silizium-Druckmessplatten
Der Entwurf des mechanischen Wandlers -Verformungskörper- von piezoresisti-
ven Silizium-Druckmesselementen besteht, wie im Kapitel 2 gezeigt wurde, in der
Berechnung der Spannungsverläufe in den realen Silizium-Druckmessplatten. Die
analytische Beschreibung erfolgt mit Hilfe der Plattentheorie, einem Teilgebiet der
Elastomechanik, in dem ausschließlich die Statik ebener Flächentragwerke behan-
delt wird. Seit den ersten Arbeiten auf diesem Gebiet Anfang des 19. Jahrhunderts
[48] wurden bis heute eine Reihe von Lösungsverfahren entwickelt. In diesem Kapi-
tel werden die geeignetsten zum Entwurf von Silizium-Druckmessplatten ausführ-
lich erläutert.
Die Hauptaufgabe der Plattentheorie besteht in der Berechnung der Durchbiegungs-
funktion einer Platte mit beliebigen Randbedingungen und Belastungen. Zur Defi-
nition der Aufgabenstellung müssen die Plattengleichung und die Einspannungsbe-
dingungen angegeben werden. Die Lösung muss sowohl die Plattengleichung, als
auch die Randbedingungen erfüllen. Die Lösungsverfahren der Plattentheorie wer-
den in die exakten Lösungsverfahren und die Näherungslösungen unterteilt.
Die exakten Lösungen erlauben eine geschlossene Lösung der Plattenaufgabe und
werden durch analytische Ansätze erzielt. Aufgrund der Komplexität der Platten-
gleichungen (Abschnitt 5.2) können aber nicht für alle Plattenformen und alle Rand-
bedingungen exakte Lösungen ermittelt werden.
Eine weit verbreitete Lösungsmethode für die Plattenberechnungen bieten die Nä-
herungsverfahren. Bei diesen Verfahren wird der Lösungsansatz aus der energeti-
schen Betrachtung (Abschnitt 5.3) der Platte abgeleitet. Die Näherungsverfahren
sind:
• Verfahren von RITZ [2], [16]
• Verfahren von GALERKIN [2], [16]
• Fehlerquadrat-Minimum-Methode [21]
• Differenzenverfahren [53], [88]
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• Finite-Elemente-Methode (FEM) [35]
• Rand-Elemente-Methode (BEM) [6]
Der Vorteil der Näherungslösungen besteht in der Möglichkeit der Anwendung von
numerischen Methoden zur Lösung der Aufgabenstellung. Es existiert eine Vielzahl
von Simulationsprogrammen, die die Durchführung der komplexen Rechnungen
nach der Modellierung des realen Sachverhalts übernehmen. Die dabei am weitesten
verbreitete Variante ist das Verfahren nach der Finite-Elemente-Methode (FEM).
In dieser Arbeit wird die Anwendung von analytischen Ansätzen und der FE-Methode
zur Beschreibung des mechanischen Verhaltens von piezoresistiven Silizium-Druck-
messplatten untersucht. Die aktuell verwendeten analytischen Ansätze werden aus
stark vereinfachten Modellen der Druckmessplatte abgeleitet und sind deshalb für
reale Entwurfsaufgaben nur bedingt geeignet. Daher sind die erzielten Ergebnisse
nur Näherungen, die zu Unsicherheiten bei der Bewertung des Entwurfs führen.
Der Vorteil der analytischen Ansätze besteht in ihrer Eignung zur Optimierung der
Druckmessplatte, da im analytischen Ansatz alle Entwurfsparameter berücksichtigt
werden.
Anderseits ermöglicht der fortgeschrittene Stand der Rechentechnik die zunehmen-
de Anwendung der FEM-Simulation beim Entwurf piezoresistiver Druckmessele-
mente. Hierbei wird ein dem realen Sensorelement exakt gleiches geometrisches
Modell gebildet und nach der Finiten-Elemente-Methode in Elemente zerlegt. Auf-
grund der einfachen Handhabung der FEM-Programme und der großen Genauigkeit
der Ergebnisse der Simulationen, gewinnt die FEM-Simulation bei der Entwicklung
piezoresistiver Drucksensoren zunehmend an Bedeutung. Nachteilig beim Einsatz
der FEM-Simulation ist es, dass Faktoren wie die Wahl der Elementeart zur Diskre-
tisierung des Modells, die Elementdichte und der Berechnungsalgorithmus maßge-
bend für die Güte der Ergebnisse sind. Ein weiterer Nachteil liegt in der kompli-
zierten und zeitintensiven Durchführung von Optimierungsberechnungen, weil jede
Variation der Entwurfsparameter eine neue numerische Berechnung erfordert.
5.1 Analytische Näherungslösungen
5.1.1 Herleitung der Plattengleichung
Als Platte wird ein ebenes Flächentragwerk bezeichnet, welches dadurch gekenn-
zeichnet ist, dass seine Dicke h im Vergleich zu den anderen geometrischen Ab-
messungen (Länge a , Breite b oder Radius R) klein ist. Abhängig vom Verhältnis
der Plattendicke h zu den anderen geometrischen Abmessungen werden Platten in
folgende Arten unterteilt [7], [57], [97]:
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• sehr dünne Platten ( ha,b,R ≤ 0.02)
• dünne Platten (0.02 ≤ ha,b,R ≤ 0.1)
• mäßig dicke Platten (0.1 ≤ ha,b,R ≤ 0.2)
• dicke Platten (0.2 ≤ ha,b,R)
Die Fläche, die die Platte in zwei gleich dicke Hälften teilt, wird als Plattenmittelflä-
che bezeichnet (Abb. 5.1). Eine Platte kann sowohl senkrecht als auch parallel zur
ihrer Mittelfläche belastet werden. Für die weiteren Betrachtungen wird von Platten













Abbildung 5.1: Rechteck- und Kreisplatte mit dazugehörenden Koordinatensys-
tem.
Im Zusammenhang mit dem Verhältnis der maximalen Durchbiegung wmax einer
Platte zur Plattendicke h zielt die oben beschriebene Unterteilung der Platten auf
die Durchführung von Vereinfachungen bei der Herleitung der Plattengleichun-
gen ab. Unter der Annahme von dünnen Platten kann angenommen werden, dass
in der Platte ein ebener Spannungszustand herrscht. Die Verteilung der mechani-
schen Spannungen über der Plattendicke kann als linear angenommen werden, weil
die Verzerrungen entlang der Plattendicke vernachlässigt werden können. Im Fall
von kleinen Durchbiegungen von dünnen Platten kann angenommen werden, dass
die Mittelfläche der Platte nicht verzerrt wird. Damit entstehen in der Platte keine
Membranspannungen. Unter dieser Voraussetzung kann z.B. bei der Herleitung der
Plattengleichung aus der Betrachtung der Gleichgewichtsbedingungen am undefor-
mierten Plattenelement ausgegangen werden [35].
In diesem Abschnitt wird die Vorgehensweise zur Herleitung der Plattengleichung
für den allgemeinen Fall der Platten bei großen Durchbiegungen vorgestellt, da mit
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Ausnahme der Theorie für dicke Platten alle übrigen Sonderfälle daraus abgelei-
tet werden können. Für die Berechnung des mechanischen Verhaltens von dicken
Platten existiert die nach REISSNER benannte Plattentheorie [64].
Aus der in Abbildung 5.1 dargestellten Rechteckplatte in einem kartesischen Ko-
ordinatensystem wird ein differentiell kleines Element herausgeschnitten. Greifen
an den Schnittflächen des Plattenelementes mechanische Spannungen an, so kann
aufgrund der differentiell kleinen Abmessungen dx, dy, dz des Elementes ange-
nommen werden, dass die mechanischen Spannungen über die x- und y-Achse
konstant sind. Zur übersichtlichen Darstellung werden die mechanischen Spannun-
gen über die Plattendicke integriert und zu resultierenden Kräften und Momenten
-Schnittgrößen- zusammengefasst. Es wird dabei zwischen den Scheiben- und den
Plattenschnittgrößen unterschieden. In der Abbildung 5.2 sind die am Element vor-
handenen Schnittgrößen an den Schnittflächen des Elementes dargestellt. Zur Ver-
einfachung der Darstellung werden dabei die Scheiben- und die Plattenschnittgrö-





















Abbildung 5.2: Differentiell kleines Plattenelement im kartesischen Koordinaten-
system.
Zur Beschreibung des mechanischen Verhaltens der Platten wird der Gleichge-
wichtszustand am differentiell kleinen Element im verformten Zustand betrachtet.
Es wird davon ausgegangen, dass die Platte eine große Durchbiegung erfährt, aber
die Neigung in beliebiger Richtung sehr klein ist.
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Aus dem Kräftegleichgewicht in der x- und y- Achse sowie aus dem Momenten-
gleichgewicht um die z- Achse können die drei Scheibengleichgewichtsbedingun-
gen ermittelt werden. Aus den übrigen drei Gleichgewichtsbedingungen werden die
Plattengleichgewichtsbedingungen hergeleitet. Es existieren somit sechs Gleichge-









































− qy = 0 (5.6)
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Da das System statisch unbestimmt ist, müssen weitere Gleichungen aus der geo-
metrischen Betrachtung der Dehnungen in der Platte abgeleitet werden (Anhang
A.1). Aus den Gleichgewichtsbedingungen entsteht letztendlich ein Gleichungssys-
tem (Gl. 5.7 und 5.8) zur Beschreibung des mechanischen Verhaltens von Platten:





















Darin sind E das Elastizitätsmodul, K die Plattensteifigkeit, p die Druckbelastung,
w die Durchbiegungsfunktion, nx, ny, nxy die Scheibenschnittgrößen und F die AI-
RY’ sche Spannungsfunktion, die zur Bestimmung der Scheibenschnittgrößen ver-
wendet werden kann. Die ausführliche Herleitung des Gleichungssystems und die
Definition der Spannungsfunktion sind im Anhang A.1 beschrieben.
Die gekoppelten Gleichungen 5.7 und 5.8 werden als KÁRMÁN’ sche Differenti-
algleichungen bezeichnet und beschreiben den allgemeinen Fall der Durchbiegung
einer Platte bei großen Verformungen. Diese Gleichungen sind nicht immer ge-
schlossen lösbar und deshalb werden fast ausschließlich Näherungslösungsverfah-
ren, wie z.B das Verfahren von RITZ oder GALERKIN, verwendet. Beide Gleichun-
gen können unter bestimmten Voraussetzungen, wie z.B. kleine Durchbiegungen,
vereinfacht werden und zur Lösung spezieller Aufgabenstellungen eingesetzt wer-
den (Tab. 5.2).
In dem Fall, dass Platten kleine Durchbiegungen erfahren, sind die Dehnungen und
Gleitungen in der Dickenrichtung so klein, dass sie vernachlässigt werden können.
Außerdem kann bei der geometrischen Betrachtung zur Beschreibung der Dehnun-
gen in der Platte angenommen werden, dass eine Normale zur unverformten Plat-
tenmittelfläche auch nach der Verformung der Platte eine Normale der Mittelfläche
bleibt. Diese Platten werden als schubstarre oder auch KIRCHHOFF-Platten bezeich-
net. Da in diesem Fall nx = ny = nxy = 0 gesetzt werden kann, reduziert sich das
Plattengleichungssystem auf nur eine lineare partielle Differentialgleichung. Die
Anwendung der linearen KIRCHHOFF-Theorie wird für Platten mit einem Verhält-
nis von Plattendicke h zu den restlichen Abmessungen a, b, R kleiner als 0.1 und
bei einem Verhältnis der maximalen Durchbiegung zu Plattendicke wmax/h < 0.2
beschränkt [3].
Für dünne Platten bei großen Durchbiegungen sind sowohl die Scheiben- als auch
die Plattenschnittgrößen zu berücksichtigen. Das beschreibende Gleichungssystem
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ist nichtlinear, da der Scheiben- und Plattenzustand miteinander verkoppelt sind.
Die Theorie der dünnen Platten bei großer Durchbiegung ist notwendig, wenn das
Verhältnis der maximalen Durchbiegung wmax zu der Plattendicke h zwischen 0.2
und 5 liegt (0.2 ≤ wmax/h ≤ 5).
Membranen sind Grenzfälle von sehr dünnen Platten bei denen die Plattensteifig-
keit so klein ist, dass sie vernachlässigt werden kann. Die beschreibende Differen-
tialgleichung ist nichtlinear. Mit der Theorie der Membranen werden sehr dünne
Platten mit einem Verhältnis von maximaler Durchbiegung wmax zu Plattendicke h
größer 5 behandelt.
5.1.2 Die Randbedingungen
Geschlossene Lösungen für die angegebenen Plattengleichungssysteme (Tab. 5.2)
können nur unter Berücksichtigung der Randbedingungen ermittelt werden. Für je-
den Rand der Platte können geometrische Randbedingungen bezüglich der Rand-
verschiebung und der Neigung des Randes oder statische Randbedingungen bezüg-
lich der Schnittgrößen definiert werden. Die geltenden Randbedingungen für alle
technologisch interessanten Aufgabenstellungen sind in der Tabelle 5.3 angegeben.
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Tabelle 5.3: Die Gleichungen zur Beschreibung verschiedener Randbedingungen.











































K: Plattensteifigkeit B: Rand-Nachgiebigkeit C: Rotationssteifigkeit
5.1.3 Spezialfälle
Der Einfluss der Entwurfsparameter der Passivierungsschichten und des Trägers
sind für die exakte Berechnung des mechanischen Verhaltens realer piezoresisti-
ver Silizium-Druckmessplatten nicht vernachlässigbar. Während der Abscheidung
der Passivierungsschichten entstehen intrinsische Materialspannungen, die mini-
miert aber nicht vermieden werden können [66]. Zusätzlich können bei einer Ände-
rung der Umgebungstemperatur des Messelements aufgrund der unterschiedlichen
Temperaturausdehnungskoeffizienten der Materialien thermische Spannungen ent-
stehen. Insbesondere bei sehr dünnen Platten verändern die Passivierungsschichten
die Steifigkeit der Druckmessplatte so, dass die Bestimmung des mechanischen Ver-
haltens der Platte mit Hilfe der Theorie der Schichtverbunde durchgeführt werden
muss [3].
Die Besonderheit bei den Platten mit Schichten liegt in den veränderlichen Material-
eigenschaften über der Dicke der Platte. Zur Berechnung der Plattensteifigkeit müs-
sen daher alle über die Dicke der Platte unterschiedlichen Materialparameter be-
rücksichtigt werden. Zur Bestimmung der mechanischen Spannungen in jeder Schi-
cht ist die Kenntnis des Einflusses der restlichen Schichten notwendig. Die Herlei-
tung der Plattengleichung erfolgt nach der gleichen Vorgehensweise, wie für die
Platten ohne Schicht. Der Unterschied zu der Plattengleichung für eine Platte ohne
Schicht besteht in einer abweichenden Definition der Plattensteifigkeit (Tab. 5.4).
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Abbildung 5.3: a) Silizium-Chip mit Schichten
b) Silizium-Chip auf elastischem Träger.
Im realen Aufbau von piezoresistiven Silizium-Druckmesselementen ist der Silizi-
um-Chip auf seiner Unterseite ideal mit einem Träger verbunden. Aufgrund der
unterschiedlichen elastischen Eigenschaften des Trägers und des Silizium-Chips
entstehen in der Verbindungsfläche der beiden Materialien im belasteten Zustand
mechanische Spannungen, die den druckinduzierten mechanischen Spannungen in
der Druckmessplatte additiv überlagert werden (Abschnitt 8.2).
Die Bestimmung des mechanischen Verhaltens von Platten auf einem elastischen
Träger wird mit der Theorie der elastischen Bettung durchgeführt. Dabei wird die
Belastung der Platte und die Reaktion der elastischen Bettung zu einer resultieren-
den Belastungsfunktion zusammengefasst [24], [88].
5.2 Analytische Ansätze für reale
Silizium-Druckmessplatten
In der Tabelle 5.4 werden die Plattengleichungen zur analytischen Beschreibung des
mechanischen Verhaltens von verschiedenen piezoresistiven Silizium-Druckmessele-
ment-Modellen dargestellt. Beim einfachsten Modell wird nur die Druckmessplat-
te berücksichtigt. Dagegen werden im realen Modell zusätzlich die Schichten auf
der Druckmessplatte und die Verbindung mit dem Träger in der Plattengleichung
berücksichtigt. Die angegebenen Plattengleichungen gelten für rechteckige dünne
Platten bei kleinen Auslenkungen (KIRCHHOFF-Platten). Die Lösungen einiger spe-
zieller Fälle sind im Anhang B zusammengefasst.
Für den Entwurf von Silizium-Druckmessplatten ist die Kenntnis des Verlaufs der
mechanischen Größen in der Platte notwendig. Die Berechnungsvorschriften für
die Querkräfte (Q), die Momente (M ) und die mechanischen Spannungen (σ, τ )
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Dx, Dy Biegesteifigkeiten in x− bzw. y− Richtung
H Koppelsteifigkeit
k: Bettungsziffer

















































































Die geschlossene Lösung von partiellen Differentialgleichungen, wie die der Plat-
tentheorie, ist nicht immer möglich. Eine Möglichkeit zur Lösung von partiellen
Differentialgleichungen stellt die Anwendung numerischer Lösungsverfahren dar.
Die Näherungsverfahren zur Lösung von Aufgaben der Elastomechanik sind histo-
risch eng mit der Entwicklung der Methoden der Energieprinzipien der Mechanik
verknüpft [50]. In diesem Abschnitt werden die Grundlagen des numerischen Lö-
sungsverfahrens und deren Anwendung zum Entwurf von piezoresistiven Silizium-
Druckmesselementen beschrieben.
5.3.1 Energieprinzipien der Mechanik
Eines der wichtigsten Energieprinzipien der Mechanik ist das Prinzip der „Virtu-
ellen Verrückungen“. Nach diesem Prinzip wird der Gleichgewichtszustand eines
elastischen Systems dadurch beschrieben, dass für jeden virtuellen Verschiebungs-
Verzerrungszustand (Abb. 5.4) die virtuelle Formänderungsarbeit δWF gleich der
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Arbeit der äußeren Kräfte δWA ist [35], [50], [70]. Mit dem Buchstaben δ wird je-
de virtuelle Änderung des Verschiebungszustandes oder der Energie im elastischen
System gekennzeichnet.
δWF = δWA (5.17)
Zur Lösung einer Aufgabe aus der Elastomechanik mit dem Prinzip der virtuellen
Verrückungen wird der realen Verformung eines elastischen Körpers unter Belas-
tung ein virtueller Verschiebungszustand (δu, δv) überlagert. Unter der Annahme
kleiner Verschiebungen kann der virtuelle Zustand von der unverformten Lage aus
angegeben werden [35]. In der Abbildung 5.4 sind die verwendeten Begriffe am
Beispiel einer einseitig fest eingespannten und auf ihrer Oberfläche ganzflächig mit







Abbildung 5.4: Virtuelle Verrückungen einer einseitig fest eingespannten Platte.
Die Formänderungsenergie (δWF ) eines elastischen Körpers ist als Integral des
Skalarprodukts des Schnittkraftvektors σ und des virtuellen Verzerrungsvektors
ε über dem gesamten Körpervolumen V definiert. Die virtuelle Arbeit der äuße-
ren Kräfte (δWA) wird in zwei Komponenten getrennt. Die erste Komponente ist
das Integral des Skalarprodukts des Vektors der äußeren Belastung p mit dem Ver-
schiebungsvektor u über das gesamte Volumen des elastischen Körpers. Die zweite
Komponente ist das Integral des Skalarprodukts des Vektors der Randbelastung σR















Die Differenz aus Formänderungsarbeit δWF und der virtuellen Arbeit der äußeren
Kräfte (δWA) wird als elastisches Potential Π bezeichnet. Nach einem Variations-
prinzip der Mechanik, dem Prinzip vom Minimum des elastischen Potentials, befin-
det sich ein elastisches System im Gleichgewichtszustand, wenn ein Verschiebungs-
Verzerrungszustand existiert, so dass das elastische Potential einen Minimalwert
annimmt [35]:










δΠ −→ Minimum (5.20)
In der Literatur [3], [35], [69] existieren für alle technisch interessanten elastischen
Kontinua Formulierungen des elastischen Potentials in Abhängigkeit vom Verschie-
bungsvektor. Mit Gleichung 5.20 wird die Berechnung des unbekannten Verschie-
bungsvektors u auf die Minimierung des elastischen Potentials überführt.
Im Fall der Aufgabenstellungen der Plattentheorie wird eine Umformung der Glei-
chung 5.20 vorgenommen. Dabei wird die Darstellung der Formänderungsarbeit
δWF und der virtuellen Arbeit der äußeren Belastung δWA in Abhängigkeit der
Durchbiegung w der Platte ausgedrückt. Es entsteht somit eine Integralgleichung
(Gl. 5.21) mit nur noch einer Unbekannten, der Durchbiegung w der Platte. Zur
Lösung der Aufgabe der Minimierung des elastischen Potentials können Verfahren
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Darin sind µ die Querkontraktionszahl, K die Plattensteifigkeit, p die Druckbelas-
tung und w die Durchbiegung über der Plattenfläche A.
Bei den Verfahren mit globalen Ansätzen wird ein Ansatz für die Durchbiegungs-
funktion gewählt, der über die gesamte Platte gültig ist. Bei den Verfahren mit lo-
kalen Ansätzen wird das elastische Kontinuum in diskrete oder finite Elemente zer-
legt. Der Lösungsansatz für die Durchbiegungsfunktion ist in diesem Fall nur über
den Bereich eines finiten Elements gültig. Die Gesamtlösung setzt sich aus den Lö-
sungsansätzen der einzelnen Elemente zusammen. Eine ausführliche Beschreibung
der erwähnten Verfahren wird im Anhang A.2 vorgestellt.
5.3.2 Grundlagen der FEM-Simulation
Die diskretisierenden Verfahren zur Lösung der Integralgleichung 5.13 führen auf-
grund der hohen Elementzahlen des Modells auf sehr große, nicht überschaubare
Gleichungssysteme. Deren Lösung ist nur mit Hilfe von Rechnern möglich. An
dieser Stelle wird ein weiterer Vorteil der Näherungsverfahren ersichtlich, nämlich
die Möglichkeit der numerischen Lösung der entstehenden Gleichungssysteme. Im
Laufe der vergangenen 3 Jahrzehnte wurden Programme entwickelt, die eine über-
sichtliche Durchführung von FEM-Berechnungen erlauben. Frühere Softwarepake-
te, die nur zur Lösung der Gleichungssysteme eingesetzt werden konnten, werden
gegenwärtig von bedienerfreundlichen und leistungsfähigen Programmen ersetzt.
Diese Programme - FEM-Simulationsprogramme- erlauben die Nachbildung beina-
he jedes realen technischen Sachverhalts und die Durchführung von Berechnungen
mit der FE-Methode.
Bei der Durchführung einer FEM-Simulation in der Strukturmechanik wird zu-
nächst das mechanische Kontinuum mit den realen Randbedingungen und Belas-
tungen modelliert. Es folgt die Zerlegung des Modells in finite Elemente, die zu-
sammenhängend ein FE-Netz bilden. Benachbarte Elemente sind über die Knoten
miteinander verbunden (Abb. 5.5).
Die mathematischen Formulierungen der Elemente, d.h. die Ansatzfunktionen für
die Verschiebungen der Elementknoten, sind in den modernen Simulationsprogram-
men vordefiniert und in Elementdatenbanken abgelegt. Der Anwender der Pro-
gramme muss lediglich ein geeignetes Element zur Diskretisierung des jeweili-
gen Modells aussuchen und ihm die notwendigen Materialeigenschaften zuweisen.
Nach der Modellbildung und der FE-Netzgenerierung erfolgt die Durchführung der
Berechnung nach vordefinierten numerischen Lösungsalgorithmen -Solver- vom






Abbildung 5.5: Platte mit FE-Netz.
Elementknoten. Im Fall von strukturmechanischen Aufgaben sind dies die Verschie-
bungen und Verdrehungen der Elementknoten aller finiten Elemente im deformier-
ten Zustand des modellierten Körpers. Daraus können alle weiteren Kenngrößen,
wie z.B. die mechanische Spannungen oder Dehnungen, abgeleitet werden.
5.3.3 FEM-Simulationsmodelle für reale piezoresistive
Silizium-Druckmesselemente
Die realen piezoresistiven Silizium-Druckmesselemente bestehen aus dem Verbund
von einem Silizium-Chip und einem Borosilikatglas-Träger. Auf der Oberseite des
Silizium-Chips sind Passivierungsschichten sowie Leiterbahnen zur Kontaktierung
der implantierten Piezowiderstände vorhanden. Im Allgemeinen müssen für die
detaillierte Simulation von Silizium-Druckmesselementen folgende Parameter be-
rücksichtigt werden:
• die Materialeigenschaften des Siliziums, des Trägers und der Schichten,
• die Plattenform und
• die geometrischen Abmessungen des Messelements und der Druckmessplat-
te.
Die wesentlichen Materialparameter sind das Elastizitätsmodul E, die Querkontrak-
tionszahl ν und der Temperaturausdehnungskoeffizient α für die jeweiligen Mate-
rialien. Silizium weist ein anisotropes Materialverhalten auf, welches mittels spezi-
eller Elemente in den Simulationen berücksichtigt werden kann.
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Aufgrund der vorhandenen Symmetrien bei einem quaderförmigen Aufbau realer
piezoresistiver Silizium-Druckmesselemente kann eine Reduzierung der Element-
zahl des Modells vorgenommen werden. Für die Simulation eines Messelements
mit einer rechteck- oder einer kreisförmigen Druckmessplatte ist für die Simula-
tion ein Viertel der realen Struktur notwendig und für ein Messelement mit einer
quadratischen Druckmessplatte reicht gar die Modellierung von einem Achtel des
realen Aufbaus aus (Abb. 5.6). Die Reduzierung des Modells führt primär zu einer
Reduzierung der Simulationszeit. Durch die Erhöhung der Elementanzahl zur Si-
mulation der reduzierten Struktur kann wiederum eine Erhöhung der Genauigkeit
der Simulationsergebnisse erreicht werden.
Die Möglichkeit der originalgetreuen Modellbildung ist von der Wahl der Elemen-
teart zur Durchführung der Simulation abhängig. Da die Genauigkeit der Simula-
tionsergebnisse auch von der Art der Elemente abhängt, ist die Elementauswahl der
wichtigste Schritt beim Modellierungsprozess. Die Anforderungen an die Elemente
sind:
• Die Möglichkeit der Berücksichtigung spezieller Materialeigenschaften (Ani-
sotropie).
• Die zu berechnenden Größen (z.B. Durchbiegung, mechanische Spannungen
oder Momente) müssen mit dem jeweiligen Element ermittelt werden können.
• Spezielle geometrische Anforderungen (z.B. sehr dünne Schichten) müssen
berücksichtigt werden können.
Die Modelle zur Durchführung der FEM-Simulationen für diese Arbeit sind in der
Abbildung 5.6 dargestellt. Da die Ermittlung des Einflusses verschiedener Parame-
ter auf das mechanische Verhalten der piezoresistiven Silizium-Druckmesselemente
einen Schwerpunkt dieser Arbeit darstellt, wurden verschiedene Modelle verwen-
det.
Die Ermittlung des Einflusses der Elementeart auf die Genauigkeit der Ergebnis-
se wurde mit den Modellen der fest eingespannten quadratischen Druckmessplatte
mit zwei unterschiedlichen Elementen durchgeführt. Die beiden Elemente sind das
Volumenelement (Solid 95) und das Plattenelement (Shell 93) aus der Element-
bibliothek des FEM-Simulationsprogramms ANSYS [4]. Der Einfluss der SiO2-
Primärpassivierungsschicht wurde mit Hilfe des mehrschichtigen Plattenelements
Shell 91 durchgeführt. Die Modellierung des quaderförmigen Trägers wurde eben-
falls mit dem Volumenelement Solid 95 durchgeführt. Die verwendeten Elemente






Abbildung 5.6: FEM-Simulationsmodelle für den mechanischen Wandler.
a) Ein Achtel-Modell eines Silizium-Chips (Platte modelliert mit
Platten-Elementen)
b) Ein Viertel-Modell eines Silizium-Chips modelliert mit
Volumen-Elementen
c) Ein Achtel-Modell des gesamten Messelements modelliert mit
Volumen-Elementen.
5.4 Schlussfolgerungen
In den vergangenen Abschnitten wurde gezeigt, wie die analytischen Lösungsan-
sätze und die FEM-Simulationen zur Beschreibung des mechanischen Verhaltens
von realen piezoresistiven Silizium-Druckmesselementen hergeleitet und eingesetzt
werden können. Dabei wurde verdeutlicht, dass die analytischen Lösungsansätze
Näherungslösungen darstellen und dass sie lediglich zur Berechnung des mecha-
nischen Verhaltens von stark vereinfachten Modellen des realen piezoresistiven
Silizium-Druckmesselements eingesetzt werden können. Die FEM-Simulationen
dagegen bieten eine sehr einfache und leistungsfähige Alternative, die eine unkom-
plizierte Berücksichtigung aller Details des realen Aufbaus gestattet. Ein weiterer
Vorteil der FEM-Simulation liegt in der Möglichkeit einer numerischen Berech-
nung, die mit Hilfe von modernen Rechnern durchführt werden kann.
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Der größte Vorteil der analytischen Lösungen gegenüber den FEM-Simulationen
besteht in dem direkten Zusammenhang zwischen den Entwurfsparametern und
den Entwurfskenngrößen durch analytische Funktionen. Das führt zum einen zu
einer schnellen Bestimmung des Einflusses eines bestimmten Entwurfsparameters
auf die Entwurfskenngrößen und zum anderen kann die Optimierung der Druck-
messelemente durch ein Iterationsverfahren bewältigt werden. Die Durchführung
der Optimierung des Entwurfs mit Hilfe der FEM-Simulationen ist zwar möglich,
benötigt aber ein vielfaches an Aufwand, da für jede Parametervariation eine neue
Simulation durchgeführt werden muss.
Die Genauigkeit der Ergebnisse mit analytischen Ansätzen hängt von den Vernach-
lässigungen bei der Beschreibung des realen Modells ab. Dagegen ist die Genauig-
keit der Simulationsergebnisse von numerischen Faktoren, wie die Elementgrund-
form und deren Anzahl zur Simulation einer Struktur abhängig. Beide Verfahren
sind somit fehlerbehaftet und können daher nur als mehr oder weniger gute Nä-
herungslösungen zum Entwurf von realen piezoresistiven Silizium-Druckmessele-
menten eingesetzt werden. Eine endgültige Aussage über die Einsatzgrenzen jedes
Verfahrens beim Entwurf von realen piezoresistiven Silizium-Druckmesselementen
kann nur durch den Vergleich der theoretisch berechneten mit experimentell ermit-
telten Entwurfskenngrößen getroffen werden.
Beim realen Entwurfsprozess piezoresistiver Silizium-Druckmesselemente werden
beide Verfahren in einem Iterationsprozess verwendet. Ein erster Grobentwurf des
Messelements wird mit analytischen Ansätzen vorgenommen, um Richtwerte für
die Entwurfsparameter zu ermitteln. Anschließend werden FEM-Simulationen durch-
geführt, wobei die Entwurfsparameter um die analytisch ermittelten groben Richt-
werte variiert werden. Da dieser Iterationsprozess zeitaufwendig ist, liegt die Fra-
ge nach der Möglichkeit zur Kombination der Vorteile beider Verfahren nahe. Das
Ziel dieser Aufgabenstellung ist die Ermittlung von analytischen Ansätzen zur Be-
schreibung des realen Verhaltens piezoresistiver Silizium-Druckmesselemente, die
die Genauigkeit der FEM-Simulationsergebnisse erreichen. Verschiedene Verfahren
zur Kombination beider Verfahren werden ausführlich im Kapitel 7 beschrieben.
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Übertragungsverhaltens von realen
Silizium-Druckmessplatten
In diesem Kapitel werden die Ergebnisse der Untersuchungen mit Hilfe von FEM-
Simulationen und bekannten analytischen Ansätzen zur Beschreibung des mecha-
nischen Verhaltens von piezoresistiven Silizium-Druckmesselementen vorgestellt.
Nach den im Abschnitt 3.3 eingeführten Anforderungen werden Druckmesselemen-
te mit Quadrat- und Kreisplatten untersucht. Als erstes werden die Ergebnisse aus
der Durchführung von FEM-Simulationen präsentiert. Die Auswertung der Simula-
tionsergebnisse soll folgende wesentliche Fragestellungen beantworten:
• Bestimmung des Einflusses verschiedener Modellierungsparameter, wie die
Plattenrandeinspannung oder die Berücksichtigung von Passivierungsschich-
ten auf das mechanische Verhalten von Silizium-Druckmessplatten
• Möglichkeit und Notwendigkeit der Bestimmung des Einflusses verschiede-
ner FEM-simulationsspezifischer Merkmale, wie die Wahl der Elementart zur
Modellbildung
• Überprüfung von Möglichkeiten zur Vervollkommnung der analytischen An-
sätze unter Nutzung der FEM-Simulationsergebnisse
Anschließend wird die analytische Beschreibung des mechanischen Verhaltens von
fest eingespannten quadratischen und kreisrunden Silizium-Druckmessplatten mit
linearen analytischen Ansätzen anhand von FEM-Simulationsergebnissen überprüft.
Für den Fall von quadratischen Platten werden die linearen analytischen Ansätze
zur Beschreibung des mechanischen Verhaltens von real eingespannten Platten und
von fest eingespannten Platten unter Berücksichtigung der primären Passivierungs-
schicht untersucht. Die Notwendigkeit und die Randbedingungen zur Verwendung
der nichtlinearen Plattentheorie werden am Beispiel der fest eingespannten Kreis-
platte vorgestellt.
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6.1 FEM-Simulation der quadratischen Druckmessplatte
6.1.1 Einfluss der Elementauswahl
Einer der wichtigsten Faktoren, der die Genauigkeit von FEM-Simulationsergebnis-
sen maßgebend beeinflusst, ist die Art des ausgewählten Elementetyps zur Model-
lierung der zu untersuchenden Struktur. Moderne FEM-Simulationsprogramme ver-
fügen über Elementdatenbanken mit vordefinierten Elementtypen für unterschied-
liche physikalische Aufgaben. Zur Durchführung von strukturmechanischen Simu-
lationen von piezoresistiven Silizium-Druckmesselementen mit dem FEM-Simu-
lationsprogramm ANSYS kommen die Volumen- (Solid) sowie die Platten- und
Schalenelemente (Shell) in Frage [4].
Zur Überprüfung des Einflusses der Elementeart auf die FEM-Simulationsergebnis-
se für das mechanische Verhalten der Druckmessplatten wurden FEM-Simulationen
mit den in der Abbildung 6.1 dargestellten Modellen durchgeführt.
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Abbildung 6.1: Modelle zur Untersuchung des Einflusses der Elementeart auf die
FEM-Simulationsergebnisse am Beispiel einer fest eingespannten
quadratischen Platte.
Es handelt sich dabei um zwei Modelle einer allseitig fest eingespannten quadrati-
schen Platte unter ganzflächiger Druckbelastung. Das Modell auf der linken Seite
besteht ausschließlich aus Volumenelementen (Solid 95). Im zweiten Modell wurde
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zur Diskretisierung der Druckmessplatte ein Plattenelement (Shell 93) ausgewählt.
Das Element Solid 95 wird durch 20 Knoten und das Element Shell 93 durch 8
Knoten definiert. Beide Elemente haben pro Knoten 3 Translations- und 3 Rotati-
onsfreiheitsgrade.
Die Simulationen sind für dünne und dicke Silizium-Druckmessplatten mit einem
Verhältnis (h/a) von Plattendicke h zur Plattenbreite a zwischen 0.01 und 0.25
durchgeführt worden. Die Plattenbreite a wurde dabei konstant (a =1 mm) gewählt.
Die Druckbelastung beträgt 1 bar. Mit dieser Druckbelastung kann garantiert wer-
den, dass für die dünnste Platte (h/a = 0.01) die Bruchspannung nicht überschritten
wird.
Der Vergleich der FEM-Simulationsergebnisse wird anhand der maximalen Durch-
biegung in der Plattenmitte durchgeführt. In der Abbildung 6.2 ist die Abweichung
der FEM-Simulationsergebnisse für die maximale Durchbiegung der Platte
wfestmax{Solid 95} mit dem Element Solid 95 von den FEM-Simulationsergebnissen


































Abbildung 6.2: Abweichung der FEM-Simulationsergebnisse für die maximale
Durchbiegung einer fest eingespannten quadratischen Silizium-
Druckmessplatte in Abhängigkeit von der Elementeart.
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Aus der Abbildung 6.2 ist zu entnehmen, dass mit zunehmendem Verhältnis von
Plattendicke zur Plattenbreite (h/a) die Ergebnisse der Simulationen stärker von-
einander abweichen. Die Abweichung erhöht sich von anfänglich 0.2% bei einem
Verhältnis von 0.01 bis auf 4% bei einem Verhältnis von 0.25. Der Grund für die
abweichenden Ergebnisse liegt in den unterschiedlichen Ansatzfunktionen, die der
Definition eines Elementetyps zugrunde liegen (Abschnitt 5.4.5). Beim Plattenele-
ment werden für die Verschiebung der Knotenpunkte in der Richtung senkrecht zur
Elementfläche bikubische Ansatzfunktionen definiert. Beim Volumenelement da-
gegen werden für die Verschiebungen der Knotenpunkte trilineare Ansatzfunktio-
nen verwendet [4], [36], [67]. Die Abweichung der Ergebnisse ist somit für große
Plattendicken größer, da bei der Diskretisierung der Platte mit Volumenelementen
mehrere Elemente über der Plattendicke geteilt werden.
Zur Durchführung von FEM-Simulationen von dünnen Platten eignen sich Platten-
elementen besser als Volumenelementen, weil mit einer geringeren Anzahl von Ele-
menten eine hohe Ergebnissgenauigkeit erzielt werden kann. Die Plattenelemente
können nicht zur Simulation von dicken Platten verwendet werden, da das Seiten-
verhältnis (Elementdicke/Elementbreite oder Elementlänge) der Elemente unzuläs-
sige Dimensionen erreicht [4]. Dieser unerwünschte Zustand wird durch den Ein-
satz von Volumenelementen umgangen.
6.1.2 Einfluss der Materialeigenschaften
Eine der häufig durchgeführten Vereinfachungen bei der FEM-Simulation von mo-
nokristallinen Silizium-Druckmessplatten ist die Annahme isotroper Materialeigen-
schaften, obwohl Silizium anisotropes Materialverhalten aufweist. In der ANSYS-
Elementebibliothek existieren Strukturfeldelemente, die die Berücksichtigung des
anisotropen Materialsverhaltens erlauben [4], [47]. Dazu muss bei der Definition
der Materialeigenschaften der Elemente die 6×6 Matrix der elastischen Konstanten
von Silizium definiert werden. Für spezielle Fälle, wie z.B. orthogonale Materialien
(Silizium), reduziert sich die Anzahl der elastischen Konstanten in der Matrix auf
drei.
Die Überprüfung des Einflusses der Anisotropie der Materialeigenschaften wurde
durch FEM-Simulationen am Beispiel der fest eingespannten quadratischen Platte
(Abb. 6.1) mit zwei Elementetypen vorgenommen. Zur Durchführung der FEM-
Simulationen wurden das Element Solid 95 mit isotropen Materialeigenschaften
und das Element Solid 64 mit anisotropen Materialeigenschaften verwendet (Tab.
6.1).
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Tabelle 6.1: Die Materialparameter für zwei unterschiedliche Elementearten zur
Untersuchung des Einflusses der anisotropen elastischen Koeffizienten
von Silizium auf die FEM-Simulationsergebnisse [29], [47].
Solid 95 Solid 64
Knoten 20 8
Freiheitsgrade 3 Translation3 Rotation
3 Translation
3 Rotation
E-Modul 173 · 103 [N/mm2]
s11 = 0.578 · 10
−5 [N/mm2]
s12 = −0.040 · 10
−5 [N/mm2]
s44 = 0.068 · 10
−5 [N/mm2]
Querkontraktionszahl 0.062 s44 = 0.068 · 10−5 [N/mm2]
In der Abbildung 6.3 ist die Abweichung der FEM-Simulationsergebnisse für die
maximale Durchbiegung der Platte wfestmax{Solid 95} mit dem Element Solid 95
von den FEM-Simulationsergebnissen für die maximale Durchbiegung der Platte
wfestmax{Solid 64} mit dem Element Solid 64 dargestellt.
Die Abweichung nimmt mit zunehmendem Verhältnis von Plattendicke h zu Plat-
tenbreite a zu. Sie steigt von anfänglich 1.6% für eine sehr dünne Platte auf 2.8%
für die dickste Platte. Theoretisch wurde erwartet, dass der Einfluss der Material-
parameter unabhängig von den geometrischen Abmessungen der Platte ist. Die hier
ermittelte Abhängigkeit der Ergebnisse von den geometrischen Abmessungen ist
auf die unterschiedlichen Ansatzfunktionen zur Definition der zwei verwendeten
Elemente zurückzuführen. Insgesamt kann als Kernaussage aus der Abbildung 6.3
entnommen werden, dass der Einfluss der anisotropen Materialeigenschaften bei
den FEM-Simulationen im Mittel bei ca. 2% liegt.
6.1.3 Einfluss der Randeinspannung
Eine weitere Vereinfachung bei der Modellierung von realen piezoresistiven Silizium-
Druckmesselementen ist die Vernachlässigung der realen Randeinspannung der Plat-
te und die Annahme fest eingespannter Plattenränder (Abb. 6.4).
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Abbildung 6.3: Abweichung der FEM-Simulationsergebnisse für die maximale
Durchbiegung einer fest eingespannten quadratischen Silizium-










Abbildung 6.4: FEM-Simulationsmodelle für eine real eingespannte und eine fest
eingespannte quadratischen Silizium-Druckmessplatte.
Zur Überprüfung des Einflusses der Randeinspannung auf das mechanische Ver-
halten von realen Silizium-Druckmessplatten wurde das gleiche Programm, wel-
ches im Abschnitt 6.1.1 beschrieben wurde, verwendet. Die Simulation des realen
Silizium-Chips wurde mit dem in der Abbildung 6.5 dargestellten Modell durch-
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geführt. Dabei wurde die Druckmessplatte mit dem Plattenelement Shell 93 und
der Chiprand mit dem Volumenelement Solid 95 vernetzt (Abb. 6.5). Zur FEM-
Simulation der fest eingespannten Druckmessplatte wurden die zwei Modelle aus





Abbildung 6.5: FEM-Simulationsmodell (1/2 Modell) für eine real eingespannte
quadratische Silizium-Druckmessplatte.
In der Abbildung 6.6 sind die Ergebnisse des Vergleichs der maximalen Durchbie-
gungen der fest eingespannten Druckmessplatte wfestmax{Solid 95} und wfestmax{Shell 93}
(Abb. 6.1) mit den Ergebnissen für die maximale Durchbiegung der real einge-












































Abbildung 6.6: Abweichung der FEM-Simulationsergebnisse für eine real
eingespannte (wrealmax{Shell 93}) und eine fest eingespannte
quadratische Silizium-Druckmessplatte für zwei Elementearten
(wfestmax{Shell 93}, wfestmax{Solid 95}).
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Der Einfluss der realen Platteneinspannung ist gegenüber einer idealisierten fes-
ten Einspannung nicht vernachlässigbar. Schon bei der dünnsten Platte beträgt die
Abweichung der Ergebnisse 6% und wächst mit steigendem Verhältnis von Platten-
dicke zu Plattenbreite (h/a) bis auf ca. 70% für die dickste Platte [80], [82]. Bei
den sehr dünnen Platten ist die Steifigkeit des Chiprandes um ein Vielfaches grö-
ßer als die Plattensteifigkeit. Daher entspricht das mechanische Verhalten der realen
dünnen Platte weitestgehend dem einer fest eingespannten Platte.
Der Einfluss der Platteneinspannung ist wesentlich größer als der Einfluss der E-
lementeart zur Durchführung der Simulation. Die Differenz der Ergebnisse für die
maximale Durchbiegung liegt bei dem kleinsten Verhältnis (h/a = 0.01) bei 0.2%
und steigt bis ca. 1.5% bei einem Verhältnis von (h/a = 0.25).
6.1.4 Einfluss der primären Passivierungsschicht
Auf der Oberfläche realer piezoresistiver Silizium-Druckmessplatten sind Passivie-
rungsschichten vorhanden, die zur mechanischen und elektrischen Abschottung der
Plattenoberfläche dienen. Die Dicke der einzelnen Schichten ist im Vergleich zur
Plattendicke sehr klein und beträgt maximal 0.002 mm [20], [90]. Aufgrund der
unterschiedlichen Materialeigenschaften von Silizium und den Schichtmaterialien
entstehen in jeder Materialschicht unterschiedliche Biegespannungen, die insbeson-
dere das mechanische Verhalten von sehr dünnen Platten beeinflussen [15], [19].
Zur Untersuchung des Einflusses der primären Passivierungsschicht -SiO2-Schicht-
auf das mechanische Verhalten von piezoresistiven Silizium-Druckmessplatten wur-
den FEM-Simulationen einer fest eingespannten quadratischen Silizium-Druckmess-
platte mit und ohne SiO2-Schicht durchgeführt (Abb. 6.7). Zur Durchführung von
FEM-Simulationen für Strukturen mit Schichten existieren in der Elementdaten-
bank von ANSYS spezielle Elemente, die die Berücksichtigung von bis zu 100
Schichten unterschiedlicher Dicken erlauben [4]. Für das hier vorgestellte Beispiel
wurde das Plattenelement Shell 91 ausgewählt. Es wird durch 8 Knoten definiert
und unterstützt 6 Freiheitsgrade pro Knoten. Die Variationen der einzelnen Modell-
parameter bei den durchgeführten Simulationen sind in der Tabelle 6.2 angegeben.
In der Abbildung 6.8 sind die Abweichungen der maximalen Durchbiegung von Si-
lizium-Druckmessplatten mit variabler Schichtdicke wmax{mit Schicht} von den
Ergebnissen für Druckmessplatten ohne Schicht wmax{ohne Schicht} dargestellt.
Daraus kann entnommen werden, dass der Einfluss der Schichten für dünnen Platten
nicht vernachlässigbar ist. Der Einfluss der Schicht reduziert sich mit zunehmen-
der Plattendicke und erhöht sich mit zunehmender Schichtdicke. Bei sehr dünnen
Platten mit einem Verhältnis von Plattendicke zu Plattenbreite (h/a) von 0.01 ver-
ursacht schon eine Schichtdicke von 0.5 µm eine Abweichung von ca. 4.5%. Bei
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Tabelle 6.2: FEM-Simulationsparameter zur Untersuchung des Einflusses der





Plattendicke 0.01, 0.015, 0.02, 0.025 mm
Schichtdicke 0.0005, 0.001, 0.002 mm
E-Modul Si 173.300 N/mm2














Abbildung 6.7: Modell zur Untersuchung des Einflusses der primären Passivie-
rungsschicht auf die FEM-Simulationsergebnisse am Beispiel ei-
ner fest eingespannten quadratischen Platte.
einem Verhältnis von 0.025 beträgt die Abweichung bei einer Schichtdicke von 2
µm ca. 11%.
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Abbildung 6.8: Abweichung der aus FEM-Simulationen ermittelten maximalen
Durchbiegungen für fest eingespannte Platten mit und ohne SiO2-
Schicht.
6.1.5 Einfluss des Trägers
Bei realen piezoresistiven Silizium-Druckmesselementen wird der Silizium-Chip
mit einem Träger verbunden. Im Abschnitt 2.2.1.2 wurden die verschiedenen Trä-
ger und die Kriterien, die sie erfüllen müssen, vorgestellt. Der Träger kann das me-
chanische Verhalten der Druckmessplatte aus verschiedenen Gründen beeinflussen:
• Während der Verbindungsherstellung können im Messelement temperaturbe-
dingte mechanische Spannungen eingeprägt werden.
• Aufgrund der unterschiedlichen Temperaturausdehnungskoeffizienten kön-
nen Temperaturänderungen ebenfalls zu mechanischen Spannungen führen.
• Wegen der unterschiedlichen elastischen Eigenschaften von Chip und Träger
können bei der Belastung des Messelements, zusätzlich zu den mechanischen
Spannungen in der Druckmessplatte, auch mechanische Spannungen an der
Verbindungsfläche der beiden Materialien entstehen.
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Die beschriebenen mechanischen Spannungen an der Verbindungsfläche zwischen
Silizium und Träger werden den Messspannungen in der Druckmessplatte überla-
gert und verfälschen somit das Messergebnis.
Um den Einfluss des Trägers auf das mechanische Verhalten eines Körperverbun-
des aus zwei unterschiedlichen Materialien zu untersuchen, wird eine Reihe von
FEM-Simulationen mit dem in der Abbildung 6.9 gezeigten Messelement durch-
geführt. Das Messelement besteht aus einem unabgedünnten Silizium-Chip und
einem Borosilikatglas-Träger, die durch anodisches Bonden verbunden sind. Bei
den FEM-Simulationen beträgt die Kantenlänge der Struktur 1 mm, die Dicke des
Silizium-Chips 0.39 mm und die Dicke des Borosilikatglases variiert zwischen 0.1
und 0.8 mm [79]. Das Messelement ist an seiner Unterseite fest gelagert. Der Druck





















Abbildung 6.9: Modell des Messelements, bestehend aus einem unabgedünnten
Silizium-Chip und einem Borosilikatglas-Träger (Abmessungen in
mm ).
In der Abbildung 6.10 werden die errechneten mechanischen Spannungen in der x-
und y-Richtung am Platteneinspannungsrand auf der Oberfläche des Messelements
dargestellt. Zusätzlich ist die Differenz der mechanischen Spannungen (σx{Rand}−
σy{Rand}) im gleichen Diagramm angegeben. Die Differenz nimmt mit zuneh-
mender Trägerdicke ab und ändert sich ab einer Trägerdicke von 0.5 mm nur noch
geringfügig.
Da nach Gl.4.18 und Gl. 4.19 die Brückenausgangsspannung von der Differenz der
mechanischen Spannungen auf der Oberfläche des Messelements abhängig ist, kann
der hier gezeigte Verspannungseffekt zwischen Chip und Träger als Messeffekt ge-
nutzt werden. Daher wird im Abschnitt 8.2 ein neuartiger Hochdrucksensor auf der
Basis dieses Verspannungseffekts beschrieben.
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Abbildung 6.10: FEM-Simulationsergebnisse zur Untersuchung des Einflusses
des Trägers auf das mechanische Verhalten von piezoresistiven
Silizium-Druckmesselementen (p = 750 bar).
6.1.6 Zusammenfassung der Ergebnisse der FEM-Simulationen
In der Tabelle 6.3 werden die Ergebnisse der FEM-Simulationen zusammengefasst.
Darin wird der Einfluss der wichtigsten Modellparameter auf den Wert der maxi-
malen Durchbiegung für sehr dünne, dünne und dicke Platten beschrieben.
Die Wahl des Elementes zur Modellierung der Druckmessplatte spielt besonderes
bei dicken Platten eine nicht vernachlässigbare Rolle. In Zusammenhang mit den
Ergebnissen für den Einfluss der realen Platteneinspannung muss stets der gesamte
Silizium-Chip modelliert werden. Dazu ist die Modellierung der Druckmessplat-
te mit Plattenelementen und die Modellierung des Randes mit Volumenelementen
vorzunehmen.
Der Einfluss der Materialeigenschaften ist für alle Plattendicken nahezu konstant.
Da die Berücksichtigung der anisotropen Materialeigenschaften keine besondere
Schwierigkeit bei der Modellierung darstellt und die notwendigen Materialkenn-
werte aus der Literatur entnommen werden können, ist deren Berücksichtigung bei
der Simulation empfehlenswert.
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Tabelle 6.3: Zusammenfassung der Ergebnisse von FEM-Simulationen zur Bestim-
mung des Einflusses verschiedener Parameter auf die Genauigkeit der





0.02 < h/a ≤ 0.1
dick
h/a > 0.1
Elementeart bis 0.2% < 0.5% 2.3 - 4%
Materialeigenschaften
isotrop - anisotrop 1.6 - 2.2% 2.3% 2.3 - 3%
reale











Der Einfluss der primären Passivierungsschicht macht sich bei sehr dünnen Plat-
ten (h ≤ 0.02 mm) deutlich bemerkbar. Je dicker die Passivierungsschicht ist, desto
größer ist auch ihr Einfluss auf das mechanische Verhalten der Druckmessplatte. Da
bei realen Silizium-Druckmessplatten mindestens noch eine weitere Passivierungs-
schicht (Si3N4-Schicht) vorhanden ist, müssen sie bei der Modellierung der Druck-
messplatte berücksichtigt werden. Dies ist durch die Anwendung spezieller Platten-
elemente, die die Berücksichtigung verschiedener Schichten mit unterschiedlichen
Dicken und Materialeigenschaften erlauben, möglich.
Die Berücksichtigung des Trägers ist bei gewöhnlichen piezoresistiven Silizium-
Druckmesselementen mit einer Chipdicke von 0.39 mm und eine Trägerdicke von
0.8 mm nur im Fall von sehr dicken Platten (h ≥ 0.2 mm) notwendig. Bei dünneren
Platten sind die mechanischen Spannungen aufgrund der Verspannung zwischen
Silizium und Träger im Vergleich zu den mechanischen Spannungen aufgrund der
Biegung der Platte vernachlässigbar [92].
6.2 Lineare analytische Ansätze
In diesem Abschnitt werden die Ergebnisse der Beschreibung des mechanischen
Verhaltens der realen Silizium-Druckmessplatte mit verschiedenen analytischen An-
sätzen, die in der Praxis zur Durchführung des Grobentwurfs von piezoresistiven
Silizium-Druckmesselementen verwendet werden, vorgestellt. Die analytischen Lö-
sungsansätze zur Berechnung der Durchbiegung piezoresistiver Silizium-Druck-
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messplatten sind Näherungslösungen der linearen KIRCHHOFF’ schen Plattenglei-
chung für eine fest eingespannte Rechteck- und Kreisplatte und sind in der Tabelle
6.4 zusammengefasst dargestellt.
Damit eine objektive Aussage über die Eignung der einzelnen analytischen Ansätze
zur Beschreibung des mechanischen Verhaltens der realen Silizium-Druckmessplat-
ten ermöglicht wird, werden die Ergebnisse der analytischen Berechnungen mit den
entsprechenden FEM-Simulationsergebnissen verglichen.
6.2.1 Ansätze für fest eingespannte Druckmessplatten
In einer ersten Untersuchung wurde die Genauigkeit der in der Tabelle 6.4 ange-
gebenen analytischen Lösungsansätze überprüft. Der Vergleich wurde für das im
Abschnitt 6.1 dargestellte Beispiel (Abb. 6.1) der fest eingespannten quadratischen
Platte durchgeführt. Die Berechnungen wurden für Platten mit einem variablen Ver-
hältnis von Plattendicke zu Plattenbreite (h/a) und für einen Druck von 1 bar durch-
geführt. Zur Durchführung der FEM-Simulationen wurde das Plattenelement Shell
93 verwendet.
In der Abbildung 6.11 sind die Abweichungen der Ergebnisse der drei in der Tabelle
6.4 angegebenen analytischen Ansätze von den Ergebnissen der linear durchgeführ-
ten FEM-Simulationen für die maximale Durchbiegung wmax{FEM} dargestellt.
Aus der Abbildung ist ersichtlich, dass mit zunehmender Anzahl von Gliedern in
den Lösungsansätzen eine Verbesserung der Genauigkeit erzielt werden kann. Die
Abweichungen der Ergebnisse mit dem groben analytischen Lösungsansatz liegt
im Mittel bei ca. 5.5%. Mit den verfeinerten analytischen Lösungsansätzen können
Abweichungen von weniger als 1% erzielt werden.
Ein ähnliches Verhalten zeigt sich auch für die Abweichungen der maximalen me-
chanischen Spannungen am Plattenrand. Aus den Ergebnissen in der Abbildung
6.12 kann entnommen werden, dass die Abweichung des groben analytischen An-
satzes bei ca. 15% liegt und dass mit den feineren Ansätzen die Abweichung bis
unter 6% reduziert werden kann.
Die größeren Abweichungen für die mechanischen Spannungen im Vergleich zu
den Ergebnissen für die Abweichungen der maximalen Durchbiegung in Abb. 6.12,
sind auf die Berechnungsvorschrift für die mechanischen Spannungen zurückzufüh-
ren (Abschnitt 5.2). Die mechanischen Spannungen werden durch zweifache Dif-
ferentiation der Durchbiegungsfunktion nach jeder Koordinate berechnet. Bei der
Differentiation führen kleine Veränderungen in der zu differentierenden Funktion
zu großen Veränderungen der Ableitungen.
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Tabelle 6.4: Die linearen Lösungsansätze für fest eingespannte rechteckige und
runde Druckmessplatten [3], [5], [20], [21], [24], [88].
Rechteckplatte, Quadratplatte (a = b)
Plattengleichung 44w(x, y) = p
K
Randbedingungen
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Abbildung 6.11: Abweichungen für die maximale Durchbiegung wmax der Qua-


















































Abbildung 6.12: Abweichungen für die mechanischen Spannungen am Rand der
Druckmessplatte σx{Rand} der analytischen Lösungen von den
Ergebnissen der linearen FEM-Simulation.
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6.2.2 Ansätze für real eingespannte Druckmessplatten
Beim analytischen Grobentwurf der Druckmessplatten wurde die Annahme getrof-
fen, dass der Rand als fest eingespannt zu betrachten ist, weil die Steifigkeit des
Randes im Vergleich zur Plattensteifigkeit sehr groß ist und daher der Rand prak-
tisch unnachgiebig ist. Diese Annahme führt bei sehr dünnen Platten zu einer guten
Übereinstimmung mit den FEM-Simulationsergebnissen [33], [82]. Für dicke Plat-
ten allerdings können keine brauchbaren Ergebnisse erzielt werden, da die Abwei-
chungen Werte von ca. 30% erreichen. Die Berücksichtigung der realen Randein-
spannung erfolgt bei den analytischen Berechnungen durch folgende zwei Randbe-
dingungen:
• Beschreibung der realen Randeinspannung unter der Annahme von elastisch
gelagerten Plattenrändern (Abschnitt 5.1.2). Dabei werden die Biegung und
die Verdrehung des Randes aufgrund der Belastung als Randbedingungen zur
Lösung der Plattengleichung eingesetzt [3], [88].
• Anwendung der REISSNER’ schen Theorie für dicke Platten, wenn das Ver-
hältnis h/a den Wert 0.2 übersteigt. Bei der Berechnung des mechanischen
Verhaltens von dicken Platten können die Querschubverzerrungen an den
Plattenrändern nicht mehr, wie in der klassischen Plattentheorie, vernachläs-
sigt werden [21].
Die Überprüfung der analytischen Ansätze zur Beschreibung des mechanischen
Verhaltens einer elastisch eingespannten Platte wurde am Beispiel einer quadra-
tischen Platte, die auf vier gleichen Balken gelagert wird, durchgeführt (Tab. 6.5).
In der Literatur [88] wird die maximale Durchbiegung der elastisch eingespannten
Quadratplatte durch eine Näherungsformel, die in der Tabelle 6.5 angegeben ist,
bestimmt.
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Darin sind α ein Parameter, der in Abhängigkeit des Verhältnisses EIaK definiert wird,
E das Elastizitätsmodul, I das Trägheitsmoment der Randeinspannung, K die Plat-
tensteifigkeit, a die Plattenbreite und p der Druck.
In der Abbildung 6.13 werden die Abweichungen der maximalen Durchbiegung
zwischen den Ergebnissen der FEM-Simulationen für die fest eingespannte und der
auf vier gleichen Balken gelagerten Platte (wmax{FEM − elastisch}) mit den Er-
gebnissen aus der Berechnung der maximalen Durchbiegung mit der oben angege-
benen Gleichung (wmax{analytisch, elastisch}) für ein variables Verhältnis von































Abbildung 6.13: Abweichung der Ergebnisse für die maximale Durchbiegung ei-
ner elastisch gelagerten quadratischen Silizium-Druckmessplatte
berechnet mit der analytischen Näherungslösung und FEM-
Simulation.
Im Fall der dünnen Platten (h/a < 0.1) wird die Annahme bestätigt, dass die Platten
als fest eingespannt betrachtet werden können. Der Vergleich der analytisch ermit-
telten maximalen Durchbiegung mit den FEM-Simulationsergebnissen der elastisch
gelagerten Platten zeigt eine Abweichung von ca. 15% und der Vergleich mit den
FEM-Simulationsergebnisse für die fest eingespannte Platte eine Abweichung von
ca. 7%. Mit zunehmendem Verhältnis (h/a > 0.1) erhöht sich die Abweichung der
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Ergebnisse für die fest eingespannten Platten. Dagegen verringert sich die Abwei-
chung der Ergebnisse für die elastisch gelagerte Platte.
Die Abweichungen der Ergebnisse für die dickeren Platten sind auf die Berechnung
des Proportionalitätsfaktors α im analytischen Lösungsansatz zurückzuführen. Die
Werte des jeweiligen Faktors γ für die ausgewählten geometrischen Abmessungen
der untersuchten Platten stimmen nicht exakt mit den Werten in der Tabelle 6.5
überein. Die Bestimmung des entsprechenden Faktors α wurde durch die Methode
der linearen Interpolation aus den in der Literatur angegebenen Daten bestimmt.
Aufgrund der geringen Variation des Faktors α für große Unterschiede in den Inter-
vallen zwischen zwei Werten für den Wert von γ ist die Genauigkeit der interpolier-
ten Werte nicht konstant.
6.2.3 Ansätze zur Berücksichtigung der primären
Passivierungsschicht
In diesem Abschnitt werden die Ergebnisse der analytischen Ansätze zur Untersu-
chung des Einflusses der primären Passivierungsschicht (SiO2-Schicht) in das me-
chanische Verhalten von piezoresistiven Silizium-Druckmessplatten mit den FEM-
Simulationsergebnissen einer fest eingespannten quadratischen Silizium-Druckmes-
splatte mit SiO2-Schicht (Abschnitt 6.1.4) verglichen. Der Vergleich wurde in Ab-
hängigkeit des Verhältnisses der SiO2-Schichtdicke zu der Plattendicke für einen
Belastungsdruck von 1 bar durchgeführt. Die Ergebnisse des Vergleichs für die ma-
ximale Durchbiegung sind in der Abbildung 6.14 dargestellt.
Der Betrag der Abweichung erhöht sich von anfänglich ca. 1.4% bei einer sehr
dünnen Platte mit einer sehr dünnen Schicht mit zunehmender Schichtdicke bis
zu 30% bei einer Schichtdicke, die 1/10 der Plattendicke entspricht. Der Abbil-
dung 6.14 kann entnommen werden, dass die Theorie der Platten mit Schichten
für sehr dünne Platten (0.001 mm ≤ h ≤ 0.002 mm) mit mäßig dicken Schich-
ten (0.05 ≤ dSiO2/h ≤ 0.2) zu Abweichungen von ca. 5% im Vergleich zu den
FEM-Simulationsergebnissen führt.
Die hier präsentierten Ergebnisse stimmen mit Ergebnissen aus experimentellen
Untersuchungen [19] überein. Aus Experimenten wurde ermittelt, dass SiO2-Schi-
chten mit Dicken bis zu 0.002 mm einen nachweisbaren Einfluss auf das mechani-
sche Verhalten von Platten mit Plattendicken bis zu 0.03 mm ausüben.
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wmax{FEM−Schicht}−wmax{analytisch, Schicht 0.5 µm}
wmax{FEM−Schicht}
wmax{FEM−Schicht}−wmax{analytisch, Schicht 1 µm}
wmax{FEM−Schicht}
wmax{FEM−Schicht}−wmax{analytisch, Schicht 2 µm}
wmax{FEM−Schicht}
Abbildung 6.14: Abweichung der Ergebnisse der analytischen Lösung für die ma-
ximale Durchbiegung von Platten mit SiO2-Schichten von FEM-
Simulationsergebnissen in Abhängigkeit des Verhältnisses der
Plattendicke zur Plattenbreite (h/a).
6.3 Nichtlineare analytische Ansätze
Eine wesentliche Einschränkung der linearen analytischen Ansätze besteht darin,
dass nichtlineare Phänomene, wie große Durchbiegungen der Platten, nicht be-
schrieben werden können. Zur Überprüfung der Notwendigkeit der Anwendung der
nichtlinearen Plattentheorie wurde eine Reihe von FEM-Simulationen von Platten
mit variablen Verhältnissen von Plattendicke zu Plattenbreite und für unterschied-
liche Druckbelastungen durchgeführt. Als Randbedingung wurde bei den FEM-
Simulationen angenommen, dass die maximale Spannung in der Platte 250 N/mm2
nicht überschreiten darf. Dieser Wert wird in der Praxis als Richtwert zur Dimensio-
nierung von Silizium-Druckmessplatten verwendet und entspricht etwa der Hälfte
der Bruchspannung von Silizium [29].
In der Abbildung 6.15 werden die Verläufe der maximal zulässigen mechanischen
Spannungen für drei verschiedene Drücke in Abhängigkeit des Verhältnisses von
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der Plattendicke zur Plattenbreite (h/a) in einem Silizium-Chip mit quadratischer
Druckmessplatte dargestellt. Die Einsatzgrenzen der drei bekannten Plattentheorien




































Abbildung 6.15: Anwendungsbereiche der verschiedenen Plattentheorien in Ab-
hängigkeit vom Verhältnis von Plattendicke zu Plattenbreite (h/a)
bei der Quadratplatte.
Es zeigt sich, dass für sehr dünne Silizium-Druckmessplatten (h/a < 0.02) bei ei-
ner Druckbelastung von 1 bar der Einsatz der nichtlinearen Plattentheorie notwen-
dig ist. Das mechanische Verhalten von mäßig dicken Druckmessplatten (0.02 <
h/a < 0.1) zur Messung von Drücken zwischen 5 und 100 bar kann mit der linearen
KIRCHHOFF’ schen Plattentheorie beschrieben werden. Zur Messung von Drücken
über 100 bar sind dicke Platten notwendig (h/a > 0.1) und die Beschreibung des
mechanischen Verhaltens erfolgt durch die im Abschnitt 6.2.2 dargestellten Metho-
de oder die Plattentheorie nach REISSNER.
6.3.1 Fest eingespannte Kreisplatte bei großen Durchbiegungen
In der Abbildung 6.16 sind die Ergebnisse des Vergleichs der Berechnungen der
maximalen Durchbiegung einer fest eingespannten Kreisplatte von einem linearen
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und einem nichtlinearen analytischen Ansatz in Vergleich zu den FEM-Simulations-
ergebnissen dargestellt. Der Plattendurchmesser beträgt 1 mm und die Plattendicke
wurde von 0.01 bis 0.05 mm variiert. Die Druckbelastung beträgt 1 bar und ist so
gewählt, dass bei der Deformation der dünnsten Platte (h = 0.01 mm) der Sonder-
fall von großen Durchbiegungen auftritt. Laut Definition wird die Durchbiegung als





































Abbildung 6.16: Vergleich der FEM-Simulationsergebnisse mit den Ergebnissen
aus den linearen und nichtlinearen analytischen Lösungsansätzen
für die maximale Durchbiegung einer fest eingespannten Kreis-
platte für drei Plattendicken.
Für eine sehr dünne Platte weichen die Ergebnisse des linearen Lösungsansatzes
um ca. 17% von den FEM-Simulationsergebnissen ab. Mit zunehmender Platten-
dicke reduziert sich die Abweichung bis auf ca. 0.03%. Mit der Anwendung des
nichtlinearen Lösungsansatzes wird für die sehr dünne Platte eine Verringerung der
Abweichung auf ca. 1.7% erreicht. Für mässig dicke Platten wird keine signifikan-
te Verbesserung der Ergebnisse im Vergleich zu den Ergebnissen mit der linearen
Theorie erzielt.
In den Abbildungen 6.17 und 6.18 sind die Ergebnisse des Vergleichs für die mecha-
nischen Spannungen am Plattenrand σr{Rand} in der Radialrichtung dargestellt.
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In den Diagrammen werden jeweils die Abweichungen der Ergebnisse des linea-
ren (Abb. 6.17) und des nichtlinearen (Abb. 6.18) Lösungsansatzes von den FEM-
Simulationsergebnissen in Abhängigkeit von der Druckbelastung für drei Plattendi-
cken angegeben.
Die Abweichung des linearen Lösungsansatzes nimmt für die dünne Platte (h =
0.01 mm) mit zunehmendem Belastungsdruck zu und erreicht bei einem Druck von
1 bar ca. 12%. Für dickere Platten (h bis 0.03 mm) reduziert sich die Abweichung
auf ca. 2%. Durch die Verwendung des nichtlinearen analytischen Ansatzes redu-
ziert sich die maximale Abweichung für die dünnste Platte auf ca. 2.5%. Die Ab-
weichungen für die weiteren Plattendicken bleiben nahezu unverändert.
Ein ähnliches Verhalten lässt sich auch beim Vergleich der mechanischen Span-
nungen σr{Mitte} in der Plattenmitte ermitteln (Abb. 6.19 und 6.20). Für die
dünnste Platte (h = 0.01 mm) nehmen die Abweichungen zwischen den FEM-
Simulationsergebnissen und beiden analytischen Ansätzen mit zunehmender Druck-
belastung zu. Für Drücke bis ca. 0.2 bar sind die Abweichungen sowohl mit den
linearen als auch mit den nichtlinearen Ansatz etwa gleich. Für höhere Druckbelas-
tungen ist die Abweichung im Fall des nichtlinearen Ansatzes kleiner. Der Ma-
ximalwert der Abweichung liegt für die Belastung mit 1 bar bei ca. 14 %. Für
die dickeren Platten (h = 0.02 und 0.03 mm) sind die Abweichungen der FEM-
Simulationsergebnissen von den Ergebnissen mit beiden analytischen Ansätzen fast
identisch und der Maximalwert ist kleiner als 2%.
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Abbildung 6.17: Vergleich der FEM-Simulationsergebnisse mit den Ergebnissen
des linearen analytischen Lösungsansatzes für die mechanische
Spannung am Plattenrand σr{Rand} in Abhängigkeit vom Be-






































Abbildung 6.18: Vergleich der FEM-Simulationsergebnisse mit den Ergebnissen
des nichtlinearen analytischen Lösungsansatzes für die mechani-
sche Spannung am Plattenrand σr{Rand} in Abhängigkeit vom
Belastungsdruck für drei Plattendicken.
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Abbildung 6.19: Vergleich der FEM-Simulationsergebnisse mit den Ergebnissen
des linearen analytischen Lösungsansatzes für die mechanische
Spannung in der Plattenmitte σr{Mitte} in Abhängigkeit vom









































Abbildung 6.20: Vergleich der FEM-Simulationsergebnisse mit den Ergebnissen
des nichtlinearen analytischen Lösungsansatzes für die mechani-
sche Spannung in der Plattenmitte σr{Mitte} in Abhängigkeit
vom Belastungsdruck für drei ausgewählte Plattendicken.
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6.4 Schlussfolgerungen
In diesem Kapitel wurden die Methoden der FEM-Simulation und der analytischen
Berechnung zur Beschreibung des mechanischen Verhaltens von quadratischen und
kreisrunden Druckmessplatten untersucht. Das Ziel bestand in der Ermittlung der
Genauigkeit der analytischen Ansätze anhand des Vergleichs mit FEM-Simulations-
ergebnissen. Die Ergebnisse der FEM-Simulationen wurden im Abschnitt 6.1.6 zu-
sammengefasst.
In der Tabelle 6.6 werden die Ergebnisse der Untersuchungen mit den analytischen
Ansätzen zusammengefasst. Darin ist die Abweichung der berechneten maximalen
Durchbiegung mit verschiedenen analytischen Ansätzen gegenüber den FEM-Si-
mulationsergebnissen dargestellt.
Tabelle 6.6: Zusammenfassung der Ergebnisse des Vergleichs der Ergebnisse für
die maximale Durchbiegung einer Quadratplatte von verschiedenen






















Theorie 1.6% 0.02% —
Die aus der Mechanik bekannte Einteilung der Plattentheorien (Abb. 6.15) in Ab-
hängigkeit des Verhältnisses von der Plattendicke zur Plattenbreite (h/a) muss auch
im Fall des Entwurfs von Silizium-Druckmessplatten berücksichtigt werden. Aus
den Untersuchungen folgt, dass das mechanische Verhalten von sehr dünnen Plat-
ten mit h/a < 0.02 bei Belastung mit 1 bar nur mit nichtlinearen analytischen
Lösungsansätzen berechnet werden kann (Abb. 6.16).
Die Vernachlässigung der realen Randeinspannung von Druckmessplatten ist für
Platten mit einem Plattendicke zu Plattenbreite Verhältnis h/a < 0.1 zulässig (Abb.
6.13). Für dieses Verhältnis kann die Platte als fest eingespannt betrachtet werden.
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Für dickere Platten ist aber der Einfluss der Randeinspannung nicht mehr vernach-
lässigbar. Das mechanische Verhalten dickerer Platten kann mit den Lösungsansät-
zen für elastisch eingespannte Platten berechnet werden.
Der Einfluss der Schichtdicken kann nur in einem sehr engen Bereich mit den Lö-
sungsansätzen der Laminattheorie analytisch beschrieben werden. Die analytischen
Ansätze können nur für sehr dünne Platten mit einem Plattendicke zu Plattenbrei-
te Verhältnis h/a < 0.03 und für sehr dünne Schichtdicken, die maximal 2% der
Plattendicken betragen, verwendet werden.
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7 Methoden zur Kopplung der
FEM-Simulationen mit den analytischen
Näherungsansätzen
Zur Durchführung des mechanischen Entwurfs von piezoresistiven Silizium-Druck-
messelementen werden gegenwärtig die zwei im vorangegangenen Kapitel beschrie-
benen Verfahren eingesetzt. Das analytische Verfahren wird für einen ersten Gro-
bentwurf verwendet und basiert auf der Beschreibung des mechanischen Verhal-
tens von vereinfachten Druckmessplattenmodellen mit analytischen Ansätzen aus
der Plattentheorie. Der anschließende Feinentwurf wird zunehmend mit Hilfe von
FEM-Simulationen durchgeführt, die den Entwurf des gesamten Druckmessele-
mentes ohne Vereinfachungen erlauben.
Der wesentliche Vorteil des analytischen Verfahrens ist die Möglichkeit der Durch-
führung eines geschlossenen Entwurfs. Die dafür notwendige Entwurfskriterien, die
den funktionalen Zusammenhang zwischen Entwurfskenngrößen und Entwurfspa-
rametern beschreiben, sind in Form von Funktionen bekannt. Durch die Variati-
on der Entwurfsparameter kann die direkte Auswirkung auf die Entwurfskriteri-
en berechnet werden. Somit kann der Optimierungsprozess des Entwurfs mit ei-
nem geringem Aufwand durchgeführt werden. Der Optimierungsaufwand mit der
FEM-Simulation ist dagegen höher, da für jede Variation der Entwurfsparameter die
Durchführung einer kompletten neuen Simulation notwendig ist.
In diesem Kapitel werden verschiedene Möglichkeiten zur Reduktion der Entwurfs-
schritte untersucht. Das Ziel ist die Verbesserung der Genauigkeit der analytischen
Lösungen zur Beschreibung des mechanischen Verhaltens für alle technisch inter-
essante Fälle von realen piezoresistiven Silizium-Druckmesselementen.
Die erste Möglichkeit basiert auf der Gewinnung von verbesserten Ansatzfunk-
tionen aus der Auswertung von FEM-Simulationsergebnissen mit verschiedenen
Approximationsverfahren. Dafür wurden speziell das Interpolations- und das Re-
gressionsverfahren untersucht. Eine weitere Möglichkeit zur Verbesserung der ana-
lytischen Ansätze besteht in der Ermittlung von Kennwerten, die aus den FEM-
Simulationsergebnissen abgeleitet werden. Es handelt sich dabei um Kennwerte,
die die Berücksichtigung von verschiedenen Parametern, wie die realen Randein-
spannungsbedingungen, in den Lösungen der Plattengleichung erlauben [71].
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Die verbesserten Ansätze zur Beschreibung des mechanischen Verhaltens piezoresi-
stiver Silizium-Druckmessplatten müssen sowohl die entsprechenden Plattenglei-
chungen als auch die Gleichungen der Randbedingungen erfüllen. Außerdem müs-
sen die neuen analytischen Ansätze unabhängig von den Entwurfsparametern des
mechanischen Wandlers gültig sein.
7.1 Die FEM-Simulationsergebnisse
Die Lösung einer FEM-Simulationsaufgabe aus dem Bereich der Strukturmechanik
ist der Verschiebungsvektor der Elementknoten aller Elemente, die zur Vernetzung
des Modells verwendet wurden (Abschnitt 5.3.2). Aus diesen Ergebnissen können
durch entsprechende mathematische Berechnungen weitere mechanische Kennwer-
te, wie Dehnungen und Spannungen ermittelt werden. Die Ergebnisse sind als ge-
ordnete Wertepaare der Form (Elementknoten, V erschiebungsvektor) vorhan-
den.
In modernen Simulationsprogrammen besteht die Möglichkeit der Auswahl von
Untermengen der beschriebenen Wertepaare, die auf einem ausgewählten Pfad auf
der Druckmessplatte liegen. In der Abbildung 7.1 ist ein Pfad entlang der Mitte einer
quadratischen Druckmessplatte dargestellt. Auf dem Pfad sind die einzelnen Ele-
mentknoten durch Punkte (•) hervorgehoben. Entlang eines Pfades können durch
Interpolation aus den Ergebnissen zweier benachbarter Knotenpunkte weitere Er-















Abbildung 7.1: Durchbiegung einer quadratischen Druckmessplatte als Ergebnis
der FEM-Simulation.
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Die Aufgabe der Herleitung von Funktionen aus den FEM-Simulationsergebnissen
wird in der Mathematik durch die Interpolations- und Regressionsverfahren behan-
delt. Dabei werden aus einer Menge von geordneten Wertepaaren Funktionen, zu
deren analytischen Beschreibung, abgeleitet [34].
7.2 Verfahren zur Herleitung von Funktionen aus den
FEM-Simulationsergebnissen
7.2.1 Interpolationsverfahren
Interpolationsverfahren beruhen auf dem Grundsatz, dass für n + 1 diskrete Funk-
tionswerte f(xi) immer ein Polynom n. Grades In(x) existiert, so dass folgende
Beziehung gilt [8]:
In(xi) = f(xi) (7.1)
Das einfachste Interpolationsverfahren ist die Polygonzug-Interpolation oder Inter-
polation mit Geradenstücken. Bei dieser Variante werden jeweils zwei benachbarte
Stützstellen mit einem Geradenstück verbunden. Weitere Polynom-Interpolationen
sind die Parabelinterpolation (Polynom-Interpolation 2. Grades) und die kubische
Parabelinterpolation (Polynom-Interpolation 3. Grades). Bei der Parabelinterpolati-
on wird eine Parabel durch jeweils drei benachbarte Stützstellen definiert. Bei der
kubischen Parabelinterpolation kann zusätzlich noch eine vierte Stützstelle (z. B.
Wendepunkt der Kurve) berücksichtigt werden. Polynome höheren Grades werden
i. allg. nicht verwendet, weil sie zu sehr starken Oszillationen des Kennlinienver-
laufs führen [8].
Eine andere analytische Methode zur Durchführung einer Interpolation bietet die
Theorie der Splines. Gemäß dieser Theorie wird die zu approximierende Punkt-
menge zunächst in Intervalle unterteilt. Dann wird für jedes Intervall das am besten
geeignete Interpolationspolynom dritten Grades (kubische Splines Interpolation) er-
mittelt. Zur Gewährleistung des stetigen Verlaufs der Kurve an den Intervallgrenzen
wird für diese Stellen die Übereinstimmung der Funktionswerte, der Steigungen
und Krümmungen der beteiligten kubischen Polynome gefordert [8], [44].
Durch die beschriebenen Interpolationsverfahren können die Ergebnisse aus einer
einzigen FEM-Simulation approximiert werden. Zum Entwurf von Druckmessele-
menten werden aber Lösungsansätze benötigt, die für beliebige Entwurfsparameter-
sätze gelten sollen. Zur Erläuterung der Zusammenhänge wird das in der Abbildung
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7.2 vorgestellte Beispiel für eine quadratische Druckmessplatte verwendet. Darin
ist eine Kurvenschar aus FEM-Simulationsergebnissen dargestellt, die die Durch-
biegung w(x, p, h) entlang der x-Achse auf der Oberfläche eines Silizium-Chips in
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Abbildung 7.2: Durchbiegungen w(x, p, h) entlang der x−Koordinate eines Sili-
zium-Chips in Abhängigkeit des Druckes p und der Plattendicke
h.
Wird in diesem Beispiel der Einfluss des Belastungsdrucks p auf den Wert der ma-
ximalen Durchbiegung wmax gesucht, so kann durch direktes Ablesen aus dem Dia-
gramm eine qualitative Beziehung angegeben werden. Liegen mehrere Kennlinien-
verläufe für die Durchbiegungsfunktion w(p) für verschiedene Druckbelastungen p
vor, so kann mit Hilfe der erwähnten Interpolationsverfahren ein mathematisch be-
schreibbarer Zusammenhang zwischen Druckbelastung p und Wert der maximalen
Durchbiegung w(p) angegeben werden. Zur Beschreibung des gesamten Kurven-
verlaufs der Durchbiegungsfunktion in Abhängigkeit des Belastungsdrucks müßte
für jeden Punkt der Kurve die eben beschriebene Vorgehensweise wiederholt wer-
den. Die gleiche Vorgehensweise müßte ebenfalls verfolgt werden, wenn die Ab-
hängigkeit der Durchbiegung von anderen Entwurfsparametern, wie z.B. der Plat-
tenbreite a, bestimmt werden soll.
In der Praxis ist die Kenntnis des Einflusses von mehreren Entwurfsparametern
gleichzeitig auf den gesamten Kennlinienverlauf notwendig. Aus der Betrachtung
der Kurvenscharen der FEM-Simulationsergebnisse können einige weiterführende
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Erkenntnisse gewonnen werden. Dem Beispiel aus der Abbildung 7.2 kann z.B.
entnommen werden, dass die Änderung der Plattendicke h bei gleichbleibender
Druckbelastung p einen Schnittpunkt der zwei Kurven verursacht. Die Erhöhung
der Druckbelastung verursacht eine gleichgerichtete Verschiebung des Maximums,
sowie eine Verschiebung des Schnittpunktes (charakteristischer Punkt).
Als nächstes werden nur die beiden Kurven für die Druckbelastung mit 10 bar be-
trachtet. Diese beide Kurven sind zwei Vertreter einer Kurvenschar, die durch die
Darstellung der Durchbiegung entlang der x-Koordinate auf der Chip-Oberfläche in
Abhängigkeit der Plattendicke h entsteht. Die mathematische Beschreibung dieser
ebenen einparametrigen Kurvenschar kann durch folgende Beziehung angegeben
werden:
F (x, w, c) = 0 (7.2)
Darin sind x der normierte Abstand vom Chipmittelpunkt, w die Durchbiegung
entlang der x-Achse und der Parameter c stellt im vorliegenden Fall die variable
Plattendicke dar.
Der geometrische Ort der charakteristischen Punkte (Schnittpunkt der Kurven) kann
durch die Eliminierung des Parameters c aus folgendem Gleichungssystem bestimmt
werden [8]:
F (x, w, c) = 0 (7.3)
∂F (x, w, c)
∂c
= 0 (7.4)
Wird in der definierten Kurvenschar statt der variablen Plattendicke h ein anderer
Entwurfsparameter eingesetzt, so können weitere charakteristische Punkte und de-
ren geometrische Orte berechnet werden. Das Ergebnis dieser Schritte ist also die
Bestimmung einer neuen Kurvenschar, die aus den Kurven der einzelnen geometri-
schen Orte der charakteristischen Punkte besteht.
Der Vorteil dieser Methode liegt darin, dass der Einfluss der unterschiedlichen Ent-
wurfsparameter mit wenigen Gleichungen (geometrische Ortsgleichungen der cha-
rakteristischen Punkte) analytisch exakt beschrieben werden kann. Werden weiter-
hin andere Merkmale der Kurvenscharen, wie z.B. die Änderung der Steigung oder
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der Krümmung der Kurven in Abhängigkeit der Entwurfsparameter an ausgewähl-
ten Stellen des Kennlinienverlaufs ermittelt, so kann der Verlauf der Kennlinien für
beliebige Entwurfsparametersätze sehr einfach bestimmt werden.
In der Abbildung 7.3 wird die vorgestellte Methode am Beispiel der Kurvenscharen
des oben beschriebenen Beispiels erläutert. Es werden zunächst folgende Annah-
men getroffen:
• Die Verläufe der einzelnen Kurven sind analytisch exakt bestimmbar, d.h. die
Verläufe der einzelnen Kennlinien liegen in Form von Polynomen vor.
• Die Kurvenbereiche zwischen den angegebenen gestrichelten Linien A und
B können durch Geraden exakt approximiert werden.












0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9 1
PSfrag replacements















F (x, w, h)|p=25 bar












Abbildung 7.3: Methode zur Herleitung von analytischen Modellen aus den FEM-
Simulationsergebnissen mit Hilfe der Theorie der Kurvenscharen.
Die analytischen Zusammenhänge können durch folgende Beziehungen angegeben
werden:
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• Die explizite Schreibweise der Kurvenscharen des Verlaufs der Durchbie-
gungsfunktion w in x-Richtung mit der Plattendicke h als Parameter für einen
variablen Druck p lautet:
F (x, w, h)|pi = 0 i = 1, 2 (7.5)
• Für die Änderung der Steigung ∆λi der Geraden zwischen den zwei ausge-
wählten Begrenzungslinien A und B gilt:
∆λi = f(h, pi) i = 1, 2 (7.6)
Durch die vorhandenen Ergebnisse erwartet man von jeder anderen Kurvenschar
mit dem gleichen Parameter, hier die Plattendicke, ein ähnliches Verhalten. Es gibt
daher ein Gebiet [x0, x1] auf der Siliziumchipoberfläche, für das ein linearer Zusam-
menhang zwischen der Durchbiegung w(x) und der x-Koordinate besteht:
w(x) = α · (x− x0) + β, x ∈ [x0, x1] (7.7)
Darin sind α und β Proportionalitätsfaktoren.
Der rechte Grenzpunkt (x1) des Wertebereichs von x ist durch die Gleichung des
geometrischen Ortes aller Schnittpunkte festgelegt. Angenommen der geometrische
Ort der Schnittpunkte ist eine Gerade (Abb. 7.2), dann gilt:
w˜(x˜) = γ · x˜ + δ (7.8)
Darin sind γ und δ Proportionalitätsfaktoren.
Der Punkt (x1, y1) des geometrischen Ortes muss auch die Gl. (7.7) erfüllen:
w(x1) = w˜(x1) ⇒ α · (x− x0) + β = γ · x1 + δ ⇔
mit
β = γ · x1 + δ − α · (x1 − x0) (7.9)
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Außerdem kann die Steigung der Geraden durch Gleichung (7.6) bestimmt werden.
Es wird hier ein linearer Zusammenhang zwischen der Geradensteigung und den
beiden Parametern Plattendicke h und Belastungsdruck p angenommen:
α = f(h, p) = κ · h + ξ · p (7.10)
Setzt man die Beziehungen (7.9) und (7.10) in (7.7) ein, dann gilt:
w(x) = (κ · h + ξ · p)(x− x1) + γ · x1 + δ (7.11)
Darin sind κ und ξ Proportionalitätsfaktoren.
Mit Hilfe der Gl. (7.11) kann für jede beliebige Stelle im Intervall [x0, x1] die Durch-
biegung w(x) entlang der x-Achse exakt berechnet werden.
Im oben gezeigten Beispiel wurde die Ableitung des analytischen Ansatzes für die
Durchbiegungsfunktion in eine Richtung (x-Koordinate) und für nur ein Teilgebiet
([x0, x1]) der Chipoberfläche durchgeführt. Mit der gleichen Vorgehensweise kön-
nen auch analytische Modelle für die Durchbiegungsfunktion in y-Richtung ermit-
telt werden. Soll ein analytisches Modell für die gesamte Chipoberfläche angegeben
werden, so muss die Fläche in mehrere Teilgebiete zerlegt werden (Abb. 7.4). Für
jedes einzelne Gebiet muss die vorgestellte Interpolationsmethode angewandt wer-
den. Von besonderer Bedeutung sind dabei die Grenzstellen der Teilgebiete. An
diesen Stellen muss die Stetigkeit der analytischen Verläufe gewährleistet werden.
Es ist ersichtlich, dass die Anwendung der vorgestellten Methode zur Beschreibung
der Durchbiegungsfunktion der gesamten Druckmessplatte unübersichtlich und mit
einem sehr hohen Aufwand verbunden ist. Außerdem hängt die Genauigkeit der
erzielten Ergebnisse von zusätzlichen Einflussgrößen, wie die Teilung des gesamten
Gebiets in Teilintervalle und die Auswahl der Approximationsfunktionen in jedem
Intervall, ab. Ein weiterer Nachteil der Zerstückelung der Durchbiegungsfunktion
besteht darin, dass die Überprüfung der Erfüllung der Plattengleichung nicht ohne
weiteres möglich ist. Aus diesen Gründen wird auf die Anwendung dieser Methode
verzichtet.
7.2.2 Regressionsverfahren
Regressionsverfahren sind aus der Statistik bekannt und werden zur Vorhersage ei-
ner Zufallsgröße Y in Abhängigkeit weiterer Zufallsgrößen verwendet [8], [34],
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Abbildung 7.4: Interpolationsmethode zur Herleitung von analytischen Modellen
aus FEM Simulationsergebnissen.
[44]. Sie eignen sich besonderes zur funktionellen Beschreibung von störungsbe-
hafteten Werten. Die FEM-Simulationsergebnisse unterliegen Störungen, da sie von
der Art und der Anzahl der finiten Elemente zur Durchführung der Simulation ab-
hängig sind [34], [44]. Ein Vorteil der Regressionsverfahren besteht darin, dass sie
die Möglichkeit zur gleichzeitigen Betrachtung von mehreren variablen Einflusspa-
rametern bieten. Für diese Fälle wird das Verfahren der multiplen linearen Regres-
sion verwendet [25].
Bei den Regressionsverfahren wird eine Ausgleichsfunktion gesucht, deren Verlauf
dem Verlauf der diskreten Werte ähnlich ist. Die Koeffizienten der Ausgleichsfunk-
tion werden aus der Minimierung der Differenz zwischen Ausgleichsfunktion und
diskreten Werten berechnet. Die am häufigsten verwendete Methode zur Regressi-
onsdurchführung ist die Methode der kleinsten Fehlerquadrate [25].
Die Vorgehensweise nach diesem Verfahren besteht aus folgenden Schritten:
• Graphische Darstellung der Ergebnisse
• Auswahl eines geeigneten Regressionsansatzes
• Parameterbestimmung des Regressionsansatzes
• Überprüfung der Güte der Regressionsfunktion
111
7 Kopplung der FEM-Simulationen mit den analytischen Näherungsansätzen
Im Folgenden wird das Regressionsverfahren am Beispiel der Bestimmung der
Durchbiegungsfunktion einer Druckmessplatte der Dicke h für einen variablen Druck
p zwischen 0 und 100 bar dargestellt. In der Abbildung 7.5 werden als Beispiel
die Verläufe der Durchbiegungsfunktion über die Druckmessplatte für zwei Drücke











0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9 1
PSfrag replacements
h = 0.1 mm p = 100 bar
h = 0.1 mm p = 75 bar
h = 0.2 mm p = 100 bar
h = 0.2 mm p = 75 bar















Abbildung 7.5: FEM-Simulationsergebnisse für die Durchbiegungsfunktion einer
realen Silizium-Druckmessplatte bei variabler Druckbelastung p
und Plattendicke h.
Im nächsten Schritt muss eine Funktion w(x) ermittelt werden, die einen ähnlichen
Verlauf wie die in der Abbildung 7.5 dargestellten FEM-Simulationsergebnisse auf-
weist. Aus der Literatur ist bekannt [20], dass sich dazu am besten Polynome vierten
Grades eignen. Damit ergibt sich folgender Ansatz:
w(x) = b0 + b1 · x + b2 · x
2 + b3 · x
3 + b4 · x
4 (7.12)
Die zu bestimmenden Koeffizienten b0, b1, b2, b3, b4 sind vom Druck p und der
Plattendicke h abhängig.
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x3 = X3 (7.13)
x4 = X4
w(x) = Y
Damit besteht zwischen der Durchbiegungsfunktion Y und den neuen Variablen
X1, X2, X3, X4 ein linearer Zusammenhang:
w(x) = Y = b0 + b1 ·X1 + b2 ·X2 + b3 ·X3 + b4 ·X4 (7.14)
Die Ergebnisse aus den FEM-Simulationen werden mit Yi und die entsprechenden
Ergebnisse mittels des Regressionsansatzes mit Y˜i gekennzeichnet (Tab. 7.1).
Tabelle 7.1: FEM-Ergebnisse und Regressionspolynom.
FEM-Ergebnisse Werte der Regressionsfunktion
Y1 Y˜1 = b0 + b1X11 + b2X21 + b3X31 + b4X41







Yn Y˜n = b0 + b1X1n + b2X2n + b3X3n + b4X4n
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1 X11 X12 . . Xk1
1 X12 X22 . . Xk2
. . .
. . .
1 X1n X2n . . Xkn










7 Kopplung der FEM-Simulationen mit den analytischen Näherungsansätzen
Die Differenz zwischen den FEM-Simulationsergebnissen Y und den durch die Re-
gression ermittelten Werten Y˜ ist ein Merkmal zur Bestimmung der Güte der Ap-
proximation. Nach der Methode der kleinsten Fehlerquadrate wird die Minimierung







Die Minimalitätsforderung (Gl. 7.15) ist erfüllt, wenn folgendes Normalgleichungs-
system gelöst werden kann [25]:
X
T ·X ·B = XT ·Y (7.16)
Zur Lösung des Gleichungssystems ist die Kenntnis des Koeffizientenvektors B not-
wendig. Im vorgeführten Beispiel wurde aus den FEM-Simulationsergebnissen ein
linearer Zusammenhang zwischen den Koeffizienten b0, b1, b2, b3, b4 und der Plat-
tendicke h ermittelt. Da bei fehlender Druckbelastung (p = 0) die Durchbiegung
gleich Null ist, beginnen die Funktionen für die Koeffizienten der Durchbiegungs-
funktion am Koordinatenursprung. In Abhängigkeit von der Plattendicke h gilt:
b0 = f0(h) · p
b1 = f1(h) · p
b2 = f2(h) · p (7.17)
b3 = f3(h) · p
b4 = f4(h) · p
In der Abbildung 7.6 sind die typischen Plattendickenabhängigkeiten der Einzel-
funktionen fi(h), (i = 0, 1, 2, 3, 4) dargestellt. Zur deren Bestimmung wird das
bereits beschriebene Verfahren wiederholt.
Die Regressionsfunktion, die die Verläufe der Funktionen fi(h), (i = 0, 1, 2, 3, 4)
am besten approximiert, hat folgende Form:
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Abbildung 7.6: Der Verlauf der Koeffizienten f0, f1, f2, f3, f4 in Abhängigkeit von
der Plattendicke h.







Darin sind ti, ui, vi, (i = 0, 1, 2, 3, 4) noch zu bestimmende Koeffizienten.
Die Approximation des Verlaufs jeder einzelnen der fünf Funktionen durch den
Ansatz 7.18 ergibt:
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Nach der Ermittlung der Koeffizienten tj, uj und vj (j = 0, 1, 2, 3, 4) durch er-
neute Anwendung des Regressionsverfahrens in allen drei Schritten, werden die
Gleichungen des Gleichungssystems (7.19) in das Gleichungssystem (7.18) einge-
setzt. Durch Einsetzen dieser Gleichungen in die Gleichung (7.14) kann schließlich
die Durchbiegungsfunktion w = f(x, h, p) bestimmt werden.
In der Abbildung 7.7 ist der Verlauf der FEM-Simulationsergebnisse für die Durch-
biegung der Platte unter Druckbelastung im Vergleich zu der durch Regression er-
mittelten Durchbiegungsfunktion w = f(x, h, p) für h = 0.12 mm und p = 100 bar
dargestellt. Die Überprüfung des hier vorgestellten Verfahrens wurde am Beispiel
eines Silizium-Chips mit einer quadratischen Druckmessplatte durchgeführt. Die
Kantenlänge der Platte betrug 1 mm und die Druckbelastung 10 bar. Das verwende-
te Regressionspolynom wurde aus der Auswertung der FEM-Simulationsergebnisse
für real eingespannte Druckmessplatten mit einem Plattendicke zu Plattenbreite
Verhältnis (h/a) zwischen 0.1 und 0.25 für eine konstante Druckbelastung von 100
bar ermittelt.
In der Abbildung 7.8 sind die Abweichungen -Residuen- zwischen den Simulations-
ergebnissen und den analytisch berechneten Werten für die Durchbiegungsfunktion
w(x) über der normierten Koordinatenachse x dargestellt. Anhand des Verlaufs der
Residuen können Aussagen über die Güte der durch Regression ermittelten An-
passungsfunktionen getroffen werden. Sind die Residuen auf beiden Seiten der x-
Achse verteilt, kann von einer hohen Güte der Anpassung ausgegangen werden [25].
Der maximale Wert der Residuen für das dargestellte Beispiel liegt unter 1%.
In der Abbildung 7.9 werden für das aufgeführte Beispiel die Verläufe der me-
chanischen Spannungen σx{FEM} und σx{Regression} dargestellt. Darin sind
σx{FEM} die aus den FEM-Simulationsergebnissen ermittelten mechanischen Span-
nungen. Die mechanischen Spannungen σx{Regression}wurden durch die zweifa-
che Ableitung des Regressionspolynoms der Durchbiegungsfunktion wx{Regression}
nach der Ortskoordinate (x) berechnet. Es zeigte sich, dass durch die beschriebene
Vorgehensweise eine sehr gute Approximation des Verlaufs der Durchbiegungs-
funktion möglich ist. Die Bestimmung der mechanischen Spannungen ist allerdings
nur mit sehr großen Fehlern möglich.
In der Abbildung 7.10 ist die Abweichung der FEM-Simulationsergebnisse für die
maximale Durchbiegung der Druckmessplatte von den analytischen Ergebnissen
dargestellt. Die analytischen Ergebnisse wurden berechnet aus:
• dem analytischen Lösungsansatz der fest eingespannten Platte nach der exak-
ten Lösung (Tab. 6.4),
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Abbildung 7.7: Vergleich der Simulationsergebnisse und Ergebnisse mit dem Re-
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Abbildung 7.8: Die Residuen der Funktion w(x) = f(x, h, p).
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Abbildung 7.9: Simulationsergebnisse und Ergebnisse mit dem Regressionspoly-
nom für die mechanischen Spannungen σx einer real eingespannten
quadratischen, Silizium-Druckmessplatte.
• der Lösung der REISSNER’ schen Plattengleichung und
• einem aus den FEM-Simulationen der real eingespannten Platte ermittelten
Regressionspolynom.
Aus der Abbildung 7.10 kann entnommen werden, dass sich die Ergebnisse mit dem
Regressionspolynom am besten zur Beschreibung der maximalen Durchbiegung der
Druckmessplatte eignen. Die Genauigkeit liegt ab einem Verhältnis h/a > 0.1 im
Mittel bei ca. 6%. Die Abweichung im Bereich kleinerer Plattendicken ist auf die
Tatsache zurückzuführen, dass bei der Herleitung des Regressionspolynoms Durch-
biegungsverläufe für kleinere Plattendicken nicht berücksichtigt wurden. Die Ge-
nauigkeit des analytischen Ansatzes für die Durchbiegung der fest eingespannten
Platte nimmt daher mit zunehmender Plattendicke ab. Die Genauigkeit der Ergeb-
nisse nach der Theorie der dicken Platten -REISSNER-Modell- erhöht sich dagegen
mit zunehmender Plattendicke.
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Abbildung 7.10: Abweichungen der maximalen Durchbiegung wmax verschie-
dener analytischer Lösungen von den Ergebnissen der FEM-
Simulation und den Ergebnissen des Regressionspolynoms.
7.3 Verfahren zur Ableitung von Koeffizienten
In Kapitel 5 wurde gezeigt, dass die Lösung der Platten-Differentialgleichung von
der Wahl der Randbedingungen abhängt. Die Randbedingungen liegen in Form
von partiellen Differentialgleichungen vor. Die Lösung der entstehenden komple-
xen Differentialgleichungssysteme der Plattenaufgaben ist oft nicht möglich. Eine
Alternative besteht darin, die Randbedingungen durch konzentrierte Bauelemente
zu ersetzen. Im Fall der nachgiebigen Randeinspannung einer Platte werden zur
Beschreibung der physikalischen Zusammenhänge die rotatorische und die transla-
torische Nachgiebigkeit der Plattenränder definiert. Beide Nachgiebigkeiten hängen
sowohl von den Materialparametern und den geometrischen Abmessungen der Plat-
te als auch von dem Verhältnis der Plattensteifigkeit zur Biegesteifigkeit des Platten-
randes ab. Zur Beschreibung dieses Verhältnisses werden Proportionalitätsfaktoren
(kr, kx, ky) eingeführt [71].
In [20], [71] wurde ein Verfahren entwickelt, welches die Bestimmung der notwen-
digen Proportionalitätsfaktoren mit Hilfe von FEM-Simulationen erlaubt. Dabei
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wird die Tatsache ausgenutzt, dass die Auslenkung einer nachgiebig eingespannten
Platte gegenüber der Auslenkung einer fest eingespannten Platte bei gleicher Belas-
tung um einen Betrag ∆w erhöht wird [3], [71]. Die Lösung der Plattengleichung
für eine fest eingespannte Platte unter Berücksichtigung der Randbedingungen mit
den neuen Formulierungen als Nachgiebigkeiten ergibt Bestimmungsgleichungen
für die Faktoren kr, kx und ky. Durch FEM-Simulationen werden die Durchbie-
gungsfunktionen von Platten mit unterschiedlichen geometrischen Abmessungen
bei realen Randeinspannbedingungen ermittelt. Aus dem direkten Vergleich der
Bestimmungsgleichungen für die Faktoren kr, kx, ky mit den aus den FEM-Simu-
lationen ermittelten Durchbiegungsfunktionen kann die Abhängigkeit der Faktoren
von den geometrischen Abmessungen der Platte und der realen Randeinspannung
ermittelt werden.
7.4 Schlussfolgerungen
Die auf die FEM-Simulationsergebnisse angewandten zwei dargestellten Approxi-
mationsverfahren eignen sich nur bedingt zur Verbesserung der analytischen Lö-
sungen der Plattengleichungen. Die Kombination des Interpolationsverfahrens mit
der Theorie der Kurvenscharen eignet sich nur zur Ermittlung von funktionalen Zu-
sammenhängen in eingegrenzten Bereichen der Druckmessplatte. Die Erweiterung
des Verfahrens zur Beschreibung des mechanischen Verhaltens ist aufgrund der zu
erwartenden Komplexität nicht sinnvoll.
Die Approximation der Durchbiegungsfunktion ist beim Regressionsverfahren zwar
mit einer hohen Genauigkeit (Abweichung von FEM-Simulationsergebnissen < 1%)
möglich, die Ableitung der mechanischen Spannungen ist aber auch hier mit großen
Abweichungen verbunden. Der Grund liegt in der Berechnungsvorschrift der me-
chanischen Spannungen, durch zweifache Differentiation der Durchbiegungsfunk-
tion nach der Ortskoordinate.
Im Fall der Ableitung der funktionalen Zusammenhängen aus FEM-Simulations-
ergebnissen kann auf die Überprüfung der Erfüllung der analytischen Beschrei-
bungsmodelle, wie z.B. die Plattengleichung verzichtet werden. Dies kann dadurch
begründet werden, dass die FE-Methode ein mathematisches Verfahren zur Lösung
einer physikalisch exakt hergeleiteten Aufgabe ist. Dadurch kann davon ausgegan-
gen werden, dass die FEM-Simulationsergebnisse die physikalische Aufgabenstel-
lung erfüllen. Mit Hilfe der Approximationsverfahren soll dann nur eine Vereinfa-
chung der Handhabung der FEM-Simulationsergebnisse ermöglicht werden.
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Eine Alternative der Anwendung der beschriebenen Approximationsverfahren stellt
die direkte Approximation der FEM-Simulationsergebnisse für die mechanischen
Spannungen in der Druckmessplatte dar. Der Vorteil liegt darin, dass die mecha-
nischen Spannungen mit hoher Genauigkeit aus den FEM-Simulationsergebnissen
bestimmt werden können. In diesem Fall müsste die Durchbiegungsfunktion durch
die Integration des Ansatzes für die mechanischen Spannungen bestimmt werden.
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8 Durchführung und Bewertung des
rechnergestützten Entwurfs
In diesem Kapitel werden die theoretischen Ergebnisse des Entwurfs mit experi-
mentellen Ergebnissen verglichen. Durch den Vergleich sollen speziell die Einsatz-
grenzen für die analytischen Ansätze und die Möglichkeiten der Verbesserung des
Entwurfs mit Hilfe der FEM-Simulation überprüft werden.
Der Vergleich wird am Beispiel von piezoresistiven standard Druckmesselementen
durchgeführt. Die erwähnten Hilfsmittel werden hierbei zur Bestimmung des sta-
tischen Übertragungsfaktors für Messelemente mit bekannten Entwurfsparametern
verwendet. Die Abweichung zwischen dem theoretisch und dem experimentell er-
mittelten Übertragungsfaktor soll als Überprüfungsmerkmal dienen.
In einem weiteren Abschnitt wird ein neuartiger piezoresistiver Hochdrucksensor
für Nenndrücke größer als 100 bar vorgestellt. Der Entwurf dieses Hochdrucksen-
sors erfolgte nach der die in dieser Arbeit vorgeschlagenen Methode des Grobent-
wurfs mit analytischen Ansätzen und der anschließenden Optimierung durch FEM-
Simulationen.
8.1 Piezoresistive Standard Silizium-Drucksensoren
8.1.1 Reales Messelement-Design
In der Tabelle 8.1 ist das Modell der experimentell untersuchten Primärsensoren [1]
dargestellt. Die Messelemente bestehen aus einem Silizium-Chip mit quadratischer
Druckmessplatte und einem Borosilikatglas-Träger konstanter Dicke (0.8 mm). Das
Verhältnis von Plattendicke zu Plattenbreite liegt je nach angestrebtem Nenndruck-
bereich zwischen 0.01 und 0.25 (Tab. 8.2).
Die Piezowiderstände sind zu einer stromgespeisten Vollbrücke verschaltet. In den
Mustern sind zwei verschiedene Anordnungen der Piezowiderstände realisiert
(Tab. 8.2). Der Speisestrom beträgt 1 mA. Aufgrund von Fertigungstoleranzen va-
riiert der Grundwert der Piezowiderstände zwischen 3.15 und 3.35 kΩ. Die angege-
benen Werte der Entwurfsparameter in der Tabelle 8.2 sind mit Toleranzen behaftet.
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Aus Rücksicht auf den Messelementhersteller werden die exakten technologischen
Entwurfskennwerte hier nicht aufgeführt.
Die Messelemente werden an deren Unterseite durch Kleben mit einem Sockel ver-
bunden. Als Kleber wird ein Elastomer (Silicon-Kautschuk) verwendet, der auf-
grund seiner hohen Nachgiebigkeit störende Montagespannungen vom Messele-
ment entkoppelt.




mechanischer h/a 0.01 - 0.25
Pyrex-Dicke 0.8 mm
mechanoelektrischer R0 2.7 - 3.3 kΩ
pil 71.8 · 10
−5 mm2/N




8.1.2 Modelle zum Vergleich
Die experimentellen Ergebnisse an den ausgewählten Druckmesselementen wurden
mit den theoretischen Ergebnissen der:
• analytischen Simulation auf Basis eines linearen Ansatzes zur Beschreibung
des mechanischen Verhaltens einer fest eingespannten Quadratplatte und
• der FEM-Simulation des gesamten Druckmesselements
verglichen.
Bei den experimentellen Untersuchungen wird die Ausgangsspannung der Druck-
messelemente bei verschiedenen Druckbelastungen ermittelt. Da die Entwurfskenn-
werte des statischen Übertragungsverhaltens in direktem Zusammenhang zu der
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Tabelle 8.2: Die Entwurfskenngrößen der experimentell untersuchten Muster.
Name R0 [kΩ] h/a pN [bar] B0 [mV/ bar]
Sensor 1 3.31 0.01 0.1 555









3.31 0.022 1 113
Sensor 4 3.14 0.028 5 29.6
Sensor 5 3.34 0.03 10 27.4
Sensor 6 3.22 0.93 40 3.32









3.21 0.245 40 0.33
Ausgangsspannung stehen, können auch sie zur Durchführung des Vergleichs mit
den theoretischen Ergebnissen verwendet werden. Durch den Verzicht auf die expe-
rimentelle Ermittlung der Zwischengrößen -mechanische Spannungen und relative
Widerstandsänderungen- sind aber keine exakten Aussagen zu den Quellen der Ab-
weichungen zwischen theoretischen und experimentellen Ergebnissen möglich.
Die am einfachsten zu bestimmende Entwurfskenngröße ist der statische Übertra-
gungsfaktor B0. Für seine Bestimmung ist lediglich die Kenntnis der Nennausgang-
spannung uN des Druckmesselements und der Nenndruck pN notwendig. Die Nen-
nausgangsspannung ist als die Differenz der Ausgangsspannung umax des Messele-
ments bei der Belastung mit dem Nenndruck und der Offset-Spannung u0 definiert.
Sowohl bei der Plattentheorie als auch bei der FEM-Simulation wird vorausgesetzt,
dass bei fehlender Druckbelastung keine mechanischen Spannungen in der Plat-
te vorhanden sind und daher die Offset-Spannung gleich Null ist. Da die Offset-
Spannung durch technologisch bedingte Toleranzen der Einzelwiderstände hervor-
gerufen wird, ist deren Berechnung nicht möglich. Bei Kenntnis deren Streuungen
ist lediglich die Angabe eines Toleranzbereiches der Offset-Spannung möglich.
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8.1.3 Ergebnisse
In der Abbildung 8.1 werden die Ergebnisse des Vergleichs des experimentell er-
mittelten statischen Übertragungsfaktors (B0{Experiment}) mit den Ergebnissen
der analytischen Ansätze (B0{analytisch}) und den Ergebnissen aus den FEM-









































Abbildung 8.1: Abweichungen zwischen den theoretisch und experimentell er-
mittelten statischen Übertragungsfaktoren realer piezoresistiver
Silizium-Druckmesselemente im Nenndruckbereich von 0.1 bis 40
bar.
Für alle untersuchten Muster sind die Abweichungen mit den FEM-Simulations-
ergebnissen kleiner als die des analytischen Ansatzes. Die maximale Abweichung
der FEM-Simulationsergebnisse beträgt 26% und die maximale Abweichung der
analytischen Ansätze 30%. Die Abweichung zwischen den Ergebnissen der beiden
Verfahren ist nicht systematisch und variiert zwischen 0.6% (Sensor 3) und 12%
(Sensor 5).
Die Größe der Abweichungen ist von verschiedenen Faktoren abhängig. Die we-
sentlichen Faktoren sind die toleranzbehafteten geometrischen Entwurfsparameter.
Die für die theoretische Betrachtung angenommenen Entwurfsparameter sind Mit-
telwerte der realen Entwurfsparameter. In den Fällen guter Übereinstimmung der
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Entwurfsparameter, wie z.B. bei den Sensoren 3 und 6 (Tab. 8.2), liegen die Abwei-



































Abbildung 8.2: Abweichungen zwischen den FEM-Simulationsergebnissen und
den experimentell ermittelten statischen Übertragungsfaktoren rea-
ler piezoresistiver Silizium-Druckmesselemente.
Für einige ausgewählte Messelemente wurden zusätzlich zu den FEM-Simulationen
für das gesamte Messelement auch FEM-Simulationen nur des Silizium-Chips durch-
geführt (Abb. 8.2). Die Belastung zur Durchführung der jeweiligen FEM-Simulation
entspricht dem jeweiligen Nenndruck mit dem die Experimente durchgeführt wur-
den. In der Abbildung 8.2 sind die Abweichungen der FEM-Simulationsergebnisse
von einem Silizium-Chip (B0{FEM Chip}) und einem Silizium-Chip auf einem
Pyrex-Träger (B0{FEM Messelement}) gegenüber den experimentell ermittel-
ten Übertragungsfaktor (B0{Experiment}) dargestellt. Aus den Ergebnissen ist
ersichtlich, dass die Abweichungen im Fall der FEM-Simulationsergebnisse des ge-
samten Messelements kleiner als bei den FEM-Simulationsergebnissen des Silizium-
Chips sind. Aufgrund der Tatsache, dass das Übertragungsverhalten des mechano-
elektrischen und des elektrischen Wandlers mit den gleichen Werten für die Ent-
wurfsparameter bestimmt werden, ist die Differenz zwischen den Abweichungen
ausschließlich auf den Einfluss des Borosilikatglas-Trägers zurückzuführen.
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Die Zunahme der Abweichungen mit steigendem Verhältnis h/a ist auf die unter-
schiedlichen Elemente zur Durchführung der FEM-Simulationen zurückzuführen.
Wie im Abschnitt 6.1.3 erläutert wurde, sind zur FEM-Simulation von dünnen Plat-
ten (h/a< 0.1) Plattenelemente und zur Simulation von dicken Platten (h/a> 0.1)
Volumenelemente zu verwenden. Da der Übertragungsfaktor von Druckmessele-
menten mit dicken Platten klein ist (Tab. 8.2) können auch kleine Fehler zu großen
Abweichungen zu den FEM-Simulationsergebnissen führen.
8.2 Piezoresistiver Hochdrucksensor
Die obere Grenze des Nenndruckbereichs wird bei herkömmlichen piezoresisti-
ven Silizium-Druckmesselementen bei maximal 103 bar erreicht und ist durch den
begrenzten Überlastwert der durch Ätzen hergestellten Druckmessplatte bedingt.
Dieser entscheidende Nachteil, der relativ hohe Zeitaufwand zur Herstellung der
Silizium-Druckmessplatten und der hohe Aufwand für die erforderlichen speziellen
Ätz- und Abdeckvorrichtungen begründen die Notwendigkeit der Suche nach neuen
Lösungsansätzen für piezoresistive Silizium- Hoch- und Höchstdrucksensoren.
In diesem Abschnitt wird ein neuartiges piezoresistives Druckmesselement vor-
gestellt, das diese Nachteile ausschließt. Der Primärsensor besteht aus einem un-
abgedünnten Silizium-Chip mit piezoresistiven Widerständen auf der Oberfläche
und ganzflächiger anodisch gebondeter Verbindung der Chipunterseite mit einem
Borosilikatglas-Gegenkörper, z.B. Pyrex [13]. Das Wirkprinzip des neuartigen Hoch-
drucksensors basiert auf den unterschiedlichen elastischen Eigenschaften der ein-
gesetzten Materialien. Aufgrund der Differenz der Elastizitätsmodule von Silizium
und Pyrex treten bei allseitiger Druckeinleitung mechanische Spannungen auf der
Silizium-Chipoberfläche auf, die über die piezoresistiven Widerstände erfasst wer-
den können.
8.2.1 Theoretische Grundlagen
Im Folgenden wird am Beispiel zweier piezoresistiver Widerstände, die auf der
Oberfläche eines in der (100)- Ebene orientierten Siliziumverformungskörpers auf-
gebracht sind (Abb. 8.3), die relative Widerstandsänderung für den Fall der allseiti-
gen hydrostatischen Druckbelastung berechnet.
Wird der in der Abbildung 8.3 dargestellte homogene Körper allseitig mit dem glei-














Abbildung 8.3: Piezowiderstände auf einer Siliziumoberfläche der Orientierung
(100).
auf. Für sie gilt:
σ1 = σ2 = σ3 = −p (8.1)







piik · σk (8.2)
mit piik den Komponenten des Tensors der piezoresistiven Koeffizienten und σk den
Komponenten des Spannungstensors.
Unter Berücksichtigung der kubischen Symmetrie im Siliziumkristall (pi13 = pi23 =
pi12) ergibt sich für die relativen Widerstandsänderungen r1 und r2 der beiden Pie-
zowiderstände R1 und R2:
r1 = r2 = − (pi11 + 2 · pi12) · p (8.3)
Im vorliegenden Fall der hydrostatischen Belastung entsteht eine sehr geringe (r =
0.0004% bei p = 100 bar) und gleich große Änderung der relativen Widerstandsän-
derungen der Piezowiderstände R1 und R2. Bei einer Anordnung der Piezowider-
stände zu einer Brücke wird daher kein Ausgangssignal gemessen.
Wird im vorliegenden Beispiel der Verformungskörper in eine der Normalrichtun-
gen, z.B. x1, mit einem um ∆σ höheren Druck belastet, verändern sich die Normal-
spannungen wie folgt:
σ1 = −p + ∆σ (8.4)
σ2 = σ3 = −p (8.5)
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Da aber pi11 und pi12 sowie deren Summe (pi11 + pi12) sehr viel kleiner als pi44 für
















Den Gleichungen 8.8 und 8.9 kann entnommen werden, dass die relative Wider-
standsänderung um einen der Spannungsdifferenz ∆σ proportionalen Anteil erhöht
bzw. verkleinert wird. Erfolgt nun die Widerstandsauswertung durch Anordnung der
Einzelwiderstände in einer gleichspannungsgespeisten Wheatstone-Brücke [90],











r1 = r3, r2 = r4 und r2 = −r1 (8.11)
Darin sind ua die Ausgangsspannung, U0 die Speisespannung der Brücke und r1,
r2, r3 und r4, die relativen Widerstandsänderungen der vier in den Brückenzweigen
geschalteten Piezowiderstände.
Die Differenz der mechanischen Spannung bewirkt somit eine Ausgangsspannungs-
änderung. Das Problem besteht jetzt in der Erzeugung dieser Spannungsdifferenz
ohne Verwendung einer Druckmessplatte.
Ausgehend von den Ergebnissen im Abschnitt 6.1.5 wird als Lösung ein Material-
verbund aus dem Silizium-Chip und einem Borosilikatglas-Träger verwendet. Bei
hydrostatischer Druckbelastung des Verbunds entsteht aufgrund der unterschiedli-
chen Elastizitätsmodule die erforderliche Spannungsdifferenz. Hierzu wird ein un-
abgedünnter Silizium-Chip ganzflächig mit einem Pyrex-Träger durch Anodisches
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Bonden zwischenschichtfrei verbunden. Die Berechnung des mechanischen Zusatz-
spannungsfeldes ist analytisch nicht mehr möglich. Durch Anwendung der Finite-
Elemente-Methode (FEM-Simulation) wird das Spannungsfeld bei Variation der
Form und Abmessungen von Silizium- und Glasträger berechnet und in Richtung
Maximalwerte optimiert.
8.2.2 Sensordesign
Die theoretischen Untersuchungen für den Entwurf des Hochdrucksensors wurden
mit FEM-Simulationen durchgeführt. Die Grundkonstruktion des untersuchten Pri-
märsensors ist in der Abbildung 8.4 dargestellt. Eine Siliziumscheibe wird ganzflä-
chig mit einem Träger aus Pyrex durch Anodisches Bonden verbunden. Die zwei
Ausführungsvarianten der Grundkonstruktion sind die zylindrische und die quadra-
tische Form.PSfrag replacements




Abbildung 8.4: Grundvarianten des neuen Primärsensors (Abmessungen in mm).
Ausgehend von diesen Grundvarianten wurden weitere Variationen abgeleitet und
mit dem Ziel simuliert, Anordnungen zu finden, bei denen ein möglichst großes Zu-
satzspannungsfeld in der Verbindungsfläche der beiden Materialien entsteht. Sol-
che Variationsmöglichkeiten ergeben sich durch Veränderungen in der Formgebung
des Messelements, wie das Einbringen von Bohrungen im Glaskörper und/ oder im
Silizium-Chip. Die wesentlichen Ergebnisse der FEM-Simulationen bezogen auf
die erreichte relative Widerstandsänderung sind [79]:
• Es lassen sich grundsätzlich relative Widerstandsänderungen mit unterschied-
lichen Vorzeichen für R1 und R2 zwischen ca. 0,2% / 100 bar und 0,9% / 100
bar ableiten.
• Bei einseitig ganzflächig befestigten Druckmesselementen ist die relative Wi-
derstandsänderung größer als bei allseitiger Druckbelastung (hydrostatischer
Belastungsfall).
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• Je größer die Kantenlänge oder der Durchmesser des Druckmesselements ist,
desto größer ist die relative Widerstandsänderung.
• Das Einbringen von Bohrungen entlang der Mittelachse durch den Pyrex-
Träger oder durch das ganze Druckmesselement führt zu einer Erhöhung der
relativen Widerstandsänderung.
• Je kleiner für beide Varianten der Bohrungsdurchmesser ist, desto größer ist
die relative Widerstandsänderung.
Ausgehend von den theoretischen Ergebnissen und dem Ziel eines möglichst ge-
ringen Herstellungsaufwandes wurden ausgewählte Muster aufgebaut. Mit den in
der Abbildung 8.5 dargestellten Varianten wurden experimentelle Untersuchungen
durchgeführt.
PSfrag replacements
Variante a Variante b







Abbildung 8.5: Ausgewählte Muster des neuen Hochdruckmesselements (Abmes-
sungen in mm).
Die erste Variante (a) dient als Vergleichsvariante und wird durch einen unabge-
dünnten Chip, der auf einem TO-8 Sockel geklebt ist, gebildet. Die Variante (b)
132
8.2 Piezoresistiver Hochdrucksensor
stellt den Verbund eines unabgedünnten Si-Chips mit einem Pyrex-Gegenkörper
dar. Sie wurde in zwei Variationen ausgeführt: Variante (b1) mit einem 0.8 mm und
Variante (b2) mit einem 2 mm dicken Pyrex-Körper. Bei der Variante (c) ist nur der
Pyrex-Gegenkörper und bei der Variante (d) der Gesamtkörper entlang seiner Mit-
telachse durchgebohrt. Für alle Varianten wurde der unabgedünnte Silizium-Chip
DS 23 der Fa. Aktiv Sensor verwendet [1].
8.2.3 Messprogrammgestaltung
Für die experimentellen Untersuchungen wurden die Sensoren einzeln in eine spe-
ziell dafür konstruierte Aufnahmevorrichtung eingebaut und dem in der Abbildung
8.6 dargestellten Messprogramm unterzogen. Die Experimente wurden in drei ver-
schiedenen Nenndruckbereichen durchgeführt:
• 0 bis 100 bar,
• 0 bis 750 bar und

















Messzyklus 1 Messzyklus 2
pN = 100 bar
pN = 700 bar
pN = 1200 bar
ϑ = 22 ◦C
Abbildung 8.6: Das Messprogramm.
133
8 Durchführung und Bewertung des rechnergestützten Entwurfs
Der Druck wurde von 0 bar bis zum Nenndruck in jedem Nenndruckbereich in
10 % Stufen variiert. Der Messzyklus wurde vier mal wiederholt. Die Messungen
wurden bei einer konstanten Raumtemperatur von etwa 22 ◦C durchgeführt. Mit
Hilfe dieses Messprogramms wurden das statische Übertragungsverhalten und die
Reproduzierbarkeit der Ergebnisse für die Primärsensoren ermittelt.
Zur Beurteilung der zeitlichen Stabilität der Sensoren wurde nach der Beendigung
der Messungen ein weiteres Experiment durchgeführt. Die Sensoren wurden für
ein Zeitintervall von 15 Minuten mit dem jeweiligen Nenndruck belastet. Während
dieser Zeit wurde jede Minute die Ausgangsspannung gemessen.
Die Piezowiderstände auf den Sensorelementen wurden in einer mit konstanter
Spannung (U0 = 5V ) gespeisten Wheatstone-Brücke verschaltet. Das Messsignal
war die Ausgangsspannung ua der Vollbrücke.
8.2.4 Ergebnisse
In der Tabelle 8.3 werden die gemessenen und die aus den FEM-Simulationen er-
mittelten statischen Übertragungsfaktoren der untersuchten Varianten für den Druck-
bereich von 0 bis 100 bar gegenübergestellt.
Tabelle 8.3: Vergleich der Ergebnisse der FEM-Simulation mit den experimentel-
len Ergebnissen für den Nenndruckbereich 100 bar.



















Simulation 15.0 · 10−3 26.5 · 10−3 10.9 · 10−2
Experiment 12.3 · 10−3 18.4 · 10−3 21.1 · 10−2
Entsprechend der Tabelle tritt mit der Einführung von Bohrungen im Materialver-
bund eine Erhöhung des Übertragungsfaktors auf. Der größte Übertragungsfaktor
wird mit der durchgebohrten Variante (d) erzielt, der um den Faktor 10 größer als
der Übertragungsfaktor der Grundvariante (b) ist.
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Die durchgebohrte Variante (d) lieferte die besten Ergebnisse bezüglich des Über-
tragungsfaktors. Physikalisch läßt sich diese Tatsache durch die Erhöhung der Druck-
spannungen im Messelement aufgrund der Wirkung des Druckes auch auf der In-
nenseite des durchgebohrten Messelementes erklären. Diese Variante wurde aber
aufgrund des hohen technologischen Herstellungsaufwandes nur einmalig unter-
sucht. Aus diesem Grund existieren für Variante (d) nur für den Druckmessbereich
bis 100 bar Messergebnisse.
Die experimentellen Ergebnisse bestätigen tendenziell die theoretisch ermittelten
Werte für die relative Widerstandsänderungen. Die Abweichungen der Werte, be-
sonderes bei Variante (d), sind auf die eingeführten Vernachlässigungen bezüglich
der Montage der Messelemente zur Vereinfachung der FEM-Simulationsmodelle
zurückzuführen. Bei den FEM-Simulationen wurde eine starre Verbindung zwi-
schen Messelement und Sockel angenommen.
Die Verbindung zwischen Sensorelement und TO-8 Sockel beeinflusst die Ergeb-
nisse um so stärker, je dünner das Messelement ist. Bei der Variante (b1) mit einem
0.8 mm dickem Pyrex-Gegenkörper wurde eine sehr große Streuung der Werte der
Nullpunktspannung sowie der Nennspannung beobachtet. Der Vergleich mit den Er-
gebnissen der gleichen Variante mit einem 2 mm dickem Gegenkörper ergab, dass
sowohl die hohe Ausgangsspannung als auch die erfasste Streuung auf den Einfluss
der Verbindungsstelle zwischen Messelement und Sockel zurückführen sind [92].
In der Tabelle 8.4 werden die Ergebnisse der experimentellen Untersuchungen für
zwei ausgewählte Varianten vorgestellt. Es werden die Ergebnisse der Messungen
mit der Grundvariante des neuartigen Messelements (Variante b) und die Messer-
gebnisse mit dem Messelement mit durchgebohrtem Träger (Variante c) präsentiert.
Tabelle 8.4: Die Messergebnisse für die Varianten (b) und (c) des neuen Hoch-
druckmesselements in Abhängigkeit vom Nenndruck pN (ϑ = 22◦C).
Volle Variante
100 bar 750 bar 1200 bar
Übertragungsfaktor [mV/ bar] 0.012 0.1 0.1
Linearitätsfehler [%] 10 3 2.5
Kriechfehler [%], TM = 15 min 30 7 1.4
Durchgebohrter Träger
Übertragungsfaktor [mV/ bar] 0.018 0.12 0.15
Linearitätsfehler [%] 14 31.5 2.5
Kriechfehler [%], TM = 15 min 6 0.3 0.7
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Aus dem Vergleich der in der Tabelle 8.4 angegebenen Messergebnisse mit dem
Muster der Grundvariante (Variante b2) für die drei Messbereiche ist eine Erhöhung
des Übertragungsfaktors um den Faktor 10 und eine starke Reduzierung der syste-
matischen Fehler ersichtlich. Der Vergleich mit den Messergebnissen der durchge-
bohrten Variante zeigt eine weitere Verbesserung bezüglich des statischen Übertra-
gungsverhaltens des neuen Messelementes.
In den Abbildungen 8.7 und 8.8 sind die Ergebnisse zur Untersuchung des Kriech-
verhaltens dargestellt. Es handelt sich hier um die Messergebnisse bei der Belas-
tung mit dem jeweiligen Nenndruck für ein Zeitintervall von 15 Minuten. Aus den
Ergebnissen in der Abbildung 8.7 kann der Einfluss der Geometrievariation auf
die Stabilität der Nennspannung ermittelt werden. Im Gegensatz zu der durchge-
bohrten Variante, deren Nennspannung sich nach ca. 3 Minuten stabilisiert, weist
die volle Variante ein stärkeres Kriechverhalten auf. Durch die Bohrung im Pyrex-
Gegenkörper besteht für die mechanischen Zusatzspannungen, die aufgrund seines








































1 5 10 15
pN = 100 bar
Abbildung 8.7: Ergebnisse der Kriechuntersuchungen für zwei ausgewählte Vari-
anten bei einer Nennbelastung mit 100 bar.
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In der Abbildung 8.8 sind die Ergebnisse der Untersuchung des Kriechverhaltens
für die Variante mit dem durchgebohrten Pyrex-Gegenkörper für die drei Nenn-
druckmessbereiche dargestellt. Den Verläufen kann entnommen werden, dass mit
zunehmendem Nenndruck das Kriechverhalten des Elementes größer wird. Bei dem
Nenndruck von 100 bar bleibt die Ausgangsspannung über der gesamten Messzeit
konstant. Bei einer Belastung mit 750 bar stabilisiert sich die Ausgangsspannung
erst nach ca. 5 Minuten. Bei einer Belastung mit einem Druck von 1200 bar dage-
gen erreicht die Ausgangsspannung während der Messzeit keinen stabilen Wert. Das
Fließen des Borosilikatglases verstärkt sich mit steigender Druckbelastung. Trotz
dieser ungünstigen Eigenschaft des Materials liegt der Kriechfehler bei der vorge-










































pN = 100 bar
pN = 750 bar
pN = 1200 bar
Abbildung 8.8: Ergebnisse der Kriechuntersuchungen für die Variante mit durch-
gebohrtem Pyrex für drei Nenndrücke.
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8.2.5 Bau eines Prototyps












Abbildung 8.9: Konstruktion des Prototypen des neuartigen Hochdrucksensors.
Als Messelement für den neuen Hochdrucksensor wurde ein Verbund bestehend
aus einem unabgedünnten Silizium-Chip, der durch Anodisches Bonden mit einem
durchgebohrten Pyrex-Träger verbunden ist, ausgewählt (Abb. 8.6 c). Das Messele-
ment wird auf einem speziell für diese Anwendung entwickelten Sockel mit einem
Wachs weich geklebt. Der TO-Sockel mit dem Messelement wird über einen Ad-
apter mit dem Gehäuse verschraubt. Als Anschluss an der Druckquelle dient ein M
10×1 Gewinde.
8.3 Schlussfolgerungen
In diesem Kapitel wurde der Vergleich der Ergebnisse des theoretischen Entwurfs
von piezoresistiven Silizium-Druckmesselementen mit experimentellen Ergebnis-
sen durchgeführt. Als Vergleichsmerkmal diente der statische Übertragungsfaktor.
Die Ableitung von Erkenntnissen bezüglich der Güte der analytischen Ansätze ist
nur bedingt möglich.
Zur theoretischen Berechnung des Übertragungsfaktors werden analytische Ansätze
verwendet, die das Verhalten des mechanischen, mechanoelektrischen und elektri-
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schen Wandlers einzeln beschreiben. Bei dieser Darstellung kann der Einfluss jeder
Veränderung der Entwurfsparameter auf das Ergebnis, z.B. aufgrund von Toleran-
zen, ermittelt werden. Da bei den Experimenten aber nur die Messung der Aus-
gangsspannung des Druckmesselements und der Brückenwiderstand möglich sind,
können die Ursachen von Abweichungen zwischen den theoretischen und den expe-
rimentellen Ergebnissen nicht den einzelnen Wandlern explizit zugeordnet werden.
Der durchgeführte Vergleich hat ergeben, dass je kleiner die Toleranzen bei der An-
gabe der Entwurfsparameter sind, desto kleiner sind auch die Abweichungen (Abb.
8.1). Das weist auf eine gute Eignung der verwendeten analytischen Ansätze hin.
Der Vergleich der experimentellen Ergebnisse mit den FEM-Simulationsergebnissen
von Modellen unterschiedlicher Komplexität des Druckmesselements hat ergeben,
dass diese Vorgehensweise zur eindeutigen Bestimmung des Einflusses verschie-
dener Parameter führt. In dem hier vorgestellten Beispiel (Abb. 8.2) konnte der
Einfluss des Trägers auf das Verhalten des Druckmesselements bestimmt werden.
Die Anwendung des Entwurfsverfahrens, bestehend aus der Grobentwurfsphase
mit analytischen Ansätzen und der Feinentwurfsphase durch FEM-Simulationen,
am Beispiel des neuartigen Hochdrucksensors hat sowohl den Nutzen als auch die
Grenzen des Verfahrens aufgezeigt. Die analytischen Ansätze eignen sich für ei-
ne erste grobe Überprüfung der Realisierbarkeit der Grundidee an vereinfachten
Modellen. Die Berechnung des mechanischen Verhaltens von geometrisch komple-
xeren Varianten ist allerdings nur durch den Einsatz der FEM-Simulation möglich.
Die Grenzen der Genauigkeit der FEM-Simulationsergebnisse sind von den Verein-
fachungen bei der Nachbildung des realen Sachverhalts abhängig. So kann die ver-
einfachte Annahme einer festen Verbindung zwischen Messelement und TO-Sockel
zu abweichenden Ergebnissen zwischen FEM-Simulation und Experiment führen.
Der neu entwickelte Hochdrucksensor ist durch eine hohe Überlastfestigkeit, die
um den Faktor 10 bis 100 je nach Nennmessbereich über den bekannten Werten
von herkömmlichen piezoresistiven Hochdrucksensoren liegt, gekennzeichnet. Er
eignet sich besonderes zur Messung von sehr hohen Drücken (> 1000 bar). Die bis-
herigen experimentellen Ergebnisse lassen eine Einstufung des Sensors für Kurz-
zeitmessungen in der Genauigkeitsklasse 1 erwarten.
Die Hauptanwendungsgebiete des neuen Hochdrucksensors liegen in der Druck-
überwachung im Maschinenbau z.B. in hydraulischen Anlagen zur Spannkrafter-
zeugung oder in Hochdruck-Wasserstrahlschneidmaschinen, wo neben hohen Drü-
cken im Bereich 1000 bis 5000 bar hohe Druckspitzen auftreten können. Eine wei-
tere Anwendung des neuen Hochdrucksensors besteht im Einsatz als Druckschalter.
Bei dieser Anwendung werden geringe Anforderungen an die Genauigkeit gestellt
aber die Überlastfestigkeit ist von wesentlicher Bedeutung.
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9 Rechnergestützte Entwurfsplattform für
piezoresistive Si-Druckmesselemente
In diesem Kapitel wird eine in dieser Arbeit entstandene Software-Plattform zur Un-
terstützung des Entwurfs von piezoresistiven Silizium-Druckmesselementen vorge-
stellt. Die angestrebten Vorteile der neuen Entwurfsplattform sind die Systematisie-
rung des Entwurfsprozesses und die Erleichterung der Handhabung der verschie-
denen Modellansätze für die einzelnen Wandler zur Durchführung des jeweiligen
Entwurfs.
Mit dem neuen Entwurfsprogramm können folgende Aufgaben bearbeitet werden:
• Berechnung des mechanischen Verhaltens von Silizium-Druckmessplatten mit
auswählbaren analytischen Ansätzen
• Auswertung von FEM-Simulationsergebnissen aus einer vorhandenen Daten-
bank mit Ergebnissen für bestimmte Druckmesselemente
• Vergleich der Ergebnisse der ausgewählten analytischen Ansätze mit FEM-
Simulationsergebnissen aus der Datenbank
• Vervollkommnung des Entwurfs von piezoresistiven Silizium-Druckmessele-
menten
Zur Durchführung des Entwurfs wird die Darstellung des Silizium-Druckmess-
elements als Messkette aus einzelnen Wandlern verwendet (Abschnitt. 2.2). Die
Aufgabe des Entwurfs wird somit als die Dimensionierung der einzelnen Wandler
mit dem Ziel der optimalen Erfüllung der Entwurfskriterien des statischen Über-
tragungsverhaltens betrachtet. Eine Besonderheit des neuen Programms stellt die
Möglichkeit der Durchführung einer Optimierungsrechnung ausgehend von gewün-
schten Entwurfskennwerten für das statische Übertragungsverhalten dar.
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9.1 Aufbau der Entwurfsplattform
Die Entwurfssoftware besteht aus dem Berechnungs- und dem Entwurfsmodus (Abb.
9.1). Im Berechnungsmodus sind Module eingebunden, die die Berechnung des
Übertragungsverhaltens der einzelnen Wandler mit verschiedenen Methoden erlau-
ben. Zu Beginn jeder Berechnung wird für jeden einzelnen Wandler eine Eingabe-
maske zur Eingabe der wandlerspezifischen Entwurfsparameter geöffnet. Die Be-
rechnung der Ausgangsgröße jedes Wandlers wird mit vordefinierten analytischen
Modellen durchgeführt. Durch die Verknüpfung der erzielten Zwischenergebnisse
können letztendlich auch die Entwurfskennwerte des statischen Übertragungsver-






Abbildung 9.1: Aufbau des Programms zur Unterstützung des Entwurfsprozesses.
Im Entwurfsmodus wird der Optimierungsprozess des Entwurfs durchgeführt. Aus-
gehend von der Vorgabe der gewünschten Entwurfskennwerte des statischen Über-
tragungsverhaltens werden die optimalen Entwurfsparameter der einzelnen Wandler
durch Variation in vorgegebenen Grenzen ermittelt.
9.1.1 Der Berechnungsmodus
Der Berechnungsmodus besteht aus drei Modulen, die folgende Funktionen haben:
• Berechnung der Entwurfskenngrößen des statischen Übertragungsverhaltens
eines Silizium-Druckmesselements mit analytischen Ansätzen -Analytische
Berechnung
• Durchführung der Berechnung des mechanischen Wandlers mit Hilfe von
FEM-Simulationen und anschließender Bestimmung der Entwurfskenngrö-
ßen mit analytischen Ansätzen -FEM-Berechnung
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• Vergleich der Ergebnisse der beiden genannten Verfahren -Vergleichsuntersu-
chung
Im ersten Modul Analytische Berechnung wird die Berechnung von piezoresisti-
ven Silizium-Druckmesselementen ausschließlich mit analytischen Lösungsansät-
zen durchgeführt. Für alle technologisch interessanten Messelement-Modelle wur-
den analytische Ansätze zur Beschreibung deren mechanischen Verhaltens zusam-
mengestellt (Kap. 5). Durch die freie Wahl eines analytischen Ansatzes wird dem
unerfahrenem Anwender die Möglichkeit gegeben, durch experimentieren die Un-
terschiede bei den erzielten Ergebnissen selbst zu erforschen. Unabhängig von der
getroffenen Wahl wird automatisch vom Programm in einem Hinweis-Feld ein Vor-
schlag des optimalen analytischen Ansatzes in Abhängigkeit der vorher eingegebe-
nen Entwurfsparameter, wie z.B. das Verhältnis von Plattendicke zu Plattenbreite,
ausgegeben.
Im zweiten Modul FEM-Berechnung wird die Berechnung des mechanischen Wand-
lers mit Hilfe von FEM-Simulationen durchgeführt. Dabei besteht die Möglichkeit
des Zugriffs auf eine vorhandene Datenbank mit FEM-Simulationsergebnissen für
technologisch interessante Silizium-Druckmesselementvarianten [15], [77]. Über
eine eigens dafür entwickelte Abfragemaske können die Datensätze aus der Da-
tenbank (Tab. 9.1) abgerufen und ausgewertet werden.
Tabelle 9.1: Datensätze in der Datenbank.
Druckbereich [bar] Plattendicke h [mm]
0.4 ... 0.1 0.01... 0.02
4 ... 100 0.1 ... 0.3
40 ... 1000 0.35 ... 0.39
Plattenform quadratisch
Temperaturbereich [◦C] -55 ... 130
Eine weitere Option im Modul FEM-Berechnung besteht in der automatischen Er-
stellung einer Simulations-Datei aus den eingegebenen Entwurfsparametern für den
mechanischen Wandler. Diese Datei erhält alle nötigen Daten und hat das notwendi-
ge Format zur Durchführung einer neuen FEM-Simulation mit dem FEM-Simula-
tionsprogramm ANSYS [4]. Damit ist die Durchführung von FEM-Simulationen
auch von Druckmesselement-Entwicklern ohne spezielle Vorkenntnisse auf dem
Gebiet der FEM-Modellierung möglich.
Im Modul Vergleichsuntersuchung kann die simultane Durchführung der Berech-
nung der Entwurfskenngrößen mit Hilfe der analytischen Ansätze und durch die
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Auswertung der abgespeicherten FEM-Simulationsergebnisse aus der Datenbank
erfolgen. Das Ziel dieser Funktion ist die Überprüfung der Güte der verwendeten
analytischen Ansätze, da wie im Abschnitt 8.1.3 nachgewiesen wurde, die FEM-
Simulationen genauere Ergebnisse liefern.
In der Tabelle 9.2 wird der im Berechnungsmodus zugrunde liegende Ablauf am
Beispiel des Moduls Analytische Berechnung beschrieben. Die Gesamtstruktur wird
in drei Routinen, die den einzelnen Wandlern zugeordnet werden, unterteilt.











































9.1 Aufbau der Entwurfsplattform
Als erstes wird das mechanische Verhalten des Druckmesselements berechnet. In
der Eingabemaske werden folgende Daten angefordert:
• Auswahl des Modells für den mechanischen Wandler
• Auswahl der Druckmessplattenform und ihrer kristallographischen Orientie-
rung
• Eingabe der Materialparameter des ausgewählten Modells
• Festlegung der Variationsgrenzen der geometrischen Entwurfsparameter des
Modells und der Druckbelastung zur Durchführung der Berechnungen
• Auswahl des analytischen Lösungsansatzes zur Berechnung des mechani-
schen Verhaltens des mechanischen Wandlers
Mit den eingegebenen Entwurfsparametern für den mechanischen Wandler können
die Verläufe der Durchbiegungsfunktion und der mechanischen Spannungen in der
Druckmessplatte berechnet werden. Die Ausgabe erfolgt in Form von Kurvenver-
läufen und die Ergebnisse für spezielle Punkte, wie der Plattenrand und die Platten-
mitte, werden zusätzlich tabellarisch dargestellt.
Als nächstes wird die Eingabe der Entwurfsparameter für den mechanoelektrischen
Wandler benötigt. Sie erfolgt in folgenden Schritten:
• Auswahl der kristallographischen Orientierung der Piezowiderstände auf der
Platte
• Eingabe der Dotierungsparameter der Piezowiderstände
• Eingabe der piezoresistiven Konstanten
• Festlegung der Variationsgrenzen der geometrischen Abmessungen der Pie-
zowiderstände
• Festlegung der Variationsgrenzen für die Lage der Piezowiderstände auf der
Druckmessplatte
In Abhängigkeit der Ergebnisse für den mechanischen Wandler wird der Verlauf
der relativen Widerstandsänderungen der Piezowiderstände auf der Silizium-Druck-
messplatte bestimmt.
In der letzten Eingabeaufforderung erfolgt die Eingabe der Entwurfsparameter für
den elektrischen Wandler. Dafür werden folgende Daten benötigt:
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• Auswahl der Brückenart
• Eingabe der Brückenspeisung.
Das Ergebnis dieses letzten Schritts ist die Berechnung der Ausgangsspannung ua
des Druckmesselements in Abhängigkeit von der Druckbelastung p. Daraus kann
unmittelbar der statische Übertragungsfaktor B0 des Messelements mit den ausge-
wählten Entwurfsparametern bestimmt werden. Wird bei der Berechnung des me-
chanischen Verhaltens der Druckmessplatte ein nichtlinearer analytischer Ansatz
gewählt, so kann auch der Linearitätsfehler FLin bestimmt werden. Wenn bei der
Berechnung des mechanischen und des mechanoelektrischen Wandlers die Tempe-
ratur als Belastungsgröße berücksichtigt wird, dann ist es auch möglich, die Tem-
peraturfehler des Übertragungsfaktors FB und des Nullpunktes FN zu bestimmen.
Der Aufbau des Moduls FEM-Berechnung ist bis auf eine Ausnahme identisch mit
dem eben beschriebenen Aufbau des Moduls Analytische Berechnung. Da nur für
ausgewählte Parametersätze und Belastungen FEM-Simulationsergebnisse vorhan-
den sind, können im Modul FEM-Berechnung nur eingeschränkte Abmessungs- und
Belastungsbereiche betrachtet werden.
Diese Tatsache wird im Modul Vergleichuntersuchung dadurch berücksichtigt, das
nur analytische Berechnungen für Entwurfsparametersätze und Belastungen durch-
geführt werden, für die auch FEM-Simulationsergebnisse vorhanden sind.
9.1.2 Der Entwurfsmodus
Im Entwurfsmodus wird, ausgehend von vorgegebenen Werten für die Entwurfs-
kenngrößen des statischen Übertragungsverhaltens, das günstigste Design des Silizi-
um-Chips bestimmt. Die theoretischen Grundlagen für die Optimierung des Desi-
gns von piezoresistiven Silizium-Druckmesselementen wurden im Kapitel 4 aus-
führlich beschrieben. Der zugrunde liegende Ablauf des Entwurfsmodus ist in der
Abbildung 4.4 dargestellt.
Der Entwurfsmodus stützt sich ebenfalls auf die Kettenanordnung der Funktionss-
truktur der piezoresistiven Silizium-Druckmesselemente. Allerdings werden die
Schritte des Entwurfs in umgekehrter Reihenfolge durchlaufen. Die Optimierung
während des Entwurfs wird in einem Iterationsverfahren durchgeführt, in dem ein-
zelne Entwurfsparameter variiert werden. Da die Variation aller Entwurfsparameter
schnell unübersichtlich werden kann, werden einige Parameter fest vorgegeben, wie
z.B. Art der Brücke oder Art der Brückenspeisung. Für die variierbaren Entwurfspa-
rameter (Tab 9.3) werden Grenzen für den jeweiligen Variationsbereich festgelegt.
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Tabelle 9.3: Variierbare Entwurfsparameter zur Durchführung des Optimierungs-
prozesses des Entwurfs.
Mechanischer Wandler Mechanoelektrischer Wandler
Plattendicke h Widerstandslänge lw
Plattenbreite a Widerstandsbreite bw
Abstand der Längswiderstände vom Chip-Mittelpunkt lx
Abstand der Querwiderstände vom Chip-Mittelpunkt ly
Im ersten Schritt werden der Nenndruckbereich und die gewünschten Werte der Ent-
wurfskenngrößen des statischen Übertragungsverhaltens vorgegeben. In der folgen-
den Eingabeaufforderung werden die Entwurfsparameter des elektrischen Wandlers
eingegeben. Aus diesen ersten Eingabedaten wird der Verlauf der Ausgangsspan-
nung des Druckmesselements in Abhängigkeit des Druckes bestimmt.
Im nächsten Schritt werden die Entwurfsparameter des mechanoelektrischen Wand-
lers eingegeben. Ausgehend von den Startwerten für die Entwurfsparameter werden
die mechanischen Spannungen, die für die Berechnung der elektrischen Ausgangs-
spannung des Messelements notwendig sind, ermittelt.
Im letzten Schritt des Entwurfsmodus werden die Entwurfsparameter des mechani-
schen Wandlers mit dem Ziel variiert, diejenigen Entwurfsparametersätze auszusu-
chen, die zu den erforderlichen mechanischen Spannungen für die jeweils konkre-
te Druckbelastung führen. Die Abweichungen der errechneten Entwurfskennwerte
von den anfänglich vorgegebenen Werten dienen als Abbruchkriterien. Nehmen die
Abweichungen das vorgegebene Minimum an, so werden die Entwurfsparameter
ausgegeben.
9.2 Technologische Randbedingungen
In der Tabelle 9.4 werden die implementierten Möglichkeiten für den Berechnungs-
und den Entwurfsmodus dargestellt. Bei dem momentanen Stand des Entwurfs-
programms sind einige Entwurfsparameter auf Wunsch des Messelementherstel-
lers festgelegt. Diese Parameter sind in der Tabelle mit dem Merkmal „konstant“
gekennzeichnet. Dagegen sind Entwurfsparameter, die beliebige Werte annehmen























Analytischer Entwurf FEM-Entwurf Vergleichsuntersuchung
Modell nur Si-Chip nur Si-Chip nur Si-Chip
































































Fortsetzung aus der vorigen Seite
Mechanoelektrischer Wandler
Analytischer Entwurf FEM-Entwurf Vergleichsuntersuchung
Dotierung p konstant p konstant p konstant
Dotierungskonzentration variabel variabel variabel




Widerstandslage variabel variabel variabel
Elektrischer Wandler
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9.3 Schlussfolgerungen
Die vorgestellte Entwurfssoftware wurde entwickelt um den Entwurfsprozess von
piezoresistiven Silizium-Druckmesselementen zu automatisieren. Mit dem neuen
Programm ist die Möglichkeit gegeben sowohl den Grob- als auch den Feinentwurf
mit einem einzigen Programm durchzuführen. Für den Grobentwurf stehen im Pro-
gramm aus der Literatur entnommene analytische Ansätze zur Beschreibung des
mechanischen Verhaltens von Rechteck-, Quadrat- und Kreisplatten zur Verfügung.
Für den Feinentwurf sind zwei Möglichkeiten vorhanden. Einerseits können in ei-
ner Datenbank abgelegte FEM-Simulationsergebnisse abgerufen werden. Sollten
für einen Neuentwurf keine FEM-Ergebnisse vorliegen, so wird vom Programm au-
tomatisch ein entsprechender Quellcode zur Durchführung einer FEM-Simulation
erzeugt. Mit diesem Quellcode wird das FEM-Programm ANSYS gestartet und die
berechneten FEM-Simulationsergebnisse in der vorhandenen Datenbank abgespei-
chert. Somit stehen diese Ergebnisse auch für zukünftige Entwürfe zur Verfügung.
Eine Besonderheit des Entwurfsprogramms ist der Vergleich von Ergebnissen aus
den analytischen Ansätzen mit FEM-Simulationsergebnissen. Der Anwender kann
durch experimentieren die Grenzen des Einsatzes der einzelnen analytischen An-
sätze selbst erkunden. Diese Option wurde eingebaut um die Einarbeitung in dem
Entwurfsprozess zu erleichtern.
Der Entwurfsmodus unterstützt den kundenspezifischen Entwurf von Silizium--
Druckmesselementen. Hier werden ausgehend von den Kundenwünschen bezüglich
der Entwurfskennwerte des statischen Übertragungsverhaltens die möglichen ziel-
führenden Entwurfsparametersätze bestimmt. Da es mehrere Entwurfsparameter-
sätze gibt, die die Kundenanforderungen erfüllen, ist in diesem Modus eine Option
vorhanden, die alle in Frage kommenden Druckmesselemente aus der Produktpalet-
te des Messelementherstellers hervorhebt. Dadurch wird die Entwurfszeit wesent-
lich reduziert.
Die Anwendbarkeit der Entwurfssoftware wurde an mehreren Beispielen unter-
sucht. Die in den Abschnitten 6.2 und 6.3 dargestellten Ergebnisse wurden mit Hilfe
des Moduls Vergleichsuntersuchung der neuen Software ermittelt. Die im Abschnitt
8.1.3 theoretisch berechneten Übertragungsfaktoren mit analytischen Ansätzen und
der FEM-Simulation wurden mit den Modulen Analytische Berechnung und FEM-
Berechnung durchgeführt. Da diese Ergebnisse als Basis des Vergleichs mit experi-
mentellen Ergebnissen dienten, können auch die dort ermittelten Erkenntnisse auf
die Eignung der neuen Entwurfssoftware übertragen werden. Es zeigte sich, dass bei
guter Kenntnis der realen Entwurfsparameter Abweichungen kleiner als 2% erzielt
werden können.
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10.1 Zusammenfassung der Ergebnisse
Ziel dieser Arbeit ist die Vervollkommnung des Entwurfs von piezoresistiven Silizi-
um-Druckmesselementen. Dabei konzentrieren sich die Untersuchungen auf den
Entwurf des mechanischen Wandlers unter Berücksichtigung der technologischen
Randbedingungen bei der Fertigung des mechanoelektrischen Wandlers.
Die Motivation zur Untersuchung der analytischen Ansätze zum Entwurf von Silizi-
um-Druckmesselementen liegt in deren Eignung zur Durchführung eines geschlos-
senen elektromechanischen Entwurfs. Die analytischen Ansätze ermöglichen die
überschaubare Optimierung der Entwurfsparameter anhand von vorgeschriebenen
Entwurfskriterien.
Zunächst wurde die Anwendbarkeit von bekannten analytischen Ansätzen zur Be-
rechnung des mechanischen Verhaltens von ausgewählten Druckmessplatten unter-
sucht. Ausgehend von den Ansätzen der linearen KIRCHHOFF’ schen Plattentheorie
wurden folgende weitere analytische Ansätze betrachtet:
• Nichtlinearer analytischer Lösungsansatz für die dünne fest eingespannte
Kreisplatte. Dieser Ansatz wurde aus dem nichtlinearen Gleichungssystem
der Plattentheorie nach KÁRMÁN hergeleitet. Diese Theorie muss zur Be-
schreibung des mechanischen Verhaltens von sehr dünnen Platten (Plattendi-
cke zur Plattenbreite h/a < 0.02), wenn das Verhältnis der maximalen Durch-
biegung wmax zur Plattendicke h größer als 1/5 (große Durchbiegung) ist,
verwendet werden.
• Analytischer Ansatz zur Berücksichtigung des Einflusses der Primärpassivie-
rungsschicht im Fall von fest eingespannten quadratischen Druckmessplatten.
Der Einfluss der SiO2-Schicht darf besonderes im Fall von sehr dünnen Plat-
ten (h < 0.025 mm) nicht vernachlässigt werden.
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• Erweiterter Ansatz zur Bestimmung des Einflusses der realen Randeinspan-
nung von quadratischen Druckmessplatten. Dieser Ansatz wurde aus der Lö-
sung der KIRCHHOFF’ schen Plattengleichung unter Berücksichtigung der
nachgiebigen Einspannung der Plattenränder hergeleitet. Aus den Berech-
nungen wurde ermittelt, dass dünne Platten (h/a < 0.1) als fest eingespannt
betrachtet werden können. Platten mit (h/a > 0.1) müssen mit dem neuen
analytischen Ansatz für die elastisch gelagerte Platte untersucht werden.
Die Überprüfung der Anwendbarkeit der analytischen Ansätze wurde mit Hilfe von
FEM-Simulationen durchgeführt. Es wurden mehrere an die ausgewählten Druck-
messplatten angepasste FEM-Modelle aufgestellt, die folgende Einflussgrößen be-
rücksichtigen:
• Elementeart zur Durchführung der FEM-Simulationen
• Anisotrope Materialeigenschaften des Siliziums
• Primärpassivierungsschicht
• Trägerwerkstoff und -konstruktion
Aus dem Vergleich der Ergebnisse der analytischen Ansätze mit den FEM-Simula-
tionsergebnissen ist ersichtlich, dass die analytischen Lösungsansätze nur zur gro-
ben Bestimmung des mechanischen Verhaltens von realen piezoresistiven Silizium-
Druckmessplatten eingesetzt werden können. Der Einsatzbereich aktuell verwen-
deter analytischer Ansätze beschränkt sich auf Platten mit einem Verhältnis von
Plattendicke zu Plattenbreite (h/a) zwischen 0.02 und 0.1. Die Abweichungen der
Ergebnisse variieren für fest eingespannte Platten ohne Passivierungsschicht zwi-
schen 0.5 und 7%. Für dünne Platten mit einem Verhältnis h/a zwischen 0.01 und
0.025 darf der Einfluss der Passivierungsschichten nicht vernachlässigt werden. Die
Abweichungen zwischen den Ergebnissen der analytischen Ansätze und der FEM-
Simulationsergebnisse variieren in Abhängigkeit der Schichtdicke zwischen 1.5 und
16%.
Der direkte Vergleich der Ergebnisse aus den theoretischen Untersuchungen mit
experimentellen Ergebnissen war in dieser Arbeit nur eingeschränkt möglich. Sie
lagen nur in Form von diskreten Werten, den Entwurfskennwerten des statischen
Übertragungsverhaltens (B0 und FLin) des gesamten Drucksensors vor. Die ange-
gebenen Entwurfsparameter der realen Druckmesselemente waren mit Toleranzen
behaftet. In den Fällen in denen die Toleranzbereiche sehr eng waren, betrugen die
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Abweichungen zwischen den theoretisch und den experimentell ermittelten Über-
tragungsfaktoren ca. 2% (Abschnitt 8.1.3). Aus den oben genannten Gründen kön-
nen die Ursachen der Abweichungen nicht eindeutig und quantitativ den einzelnen
Einflussfaktoren zugeordnet werden.
Mit Hilfe der überprüften analytischen Ansätze kann ein definierter Stufenprozess
zum elektromechanischen Entwurf von Druckmesselementen eingesetzt werden.
Im ersten Schritt kann mit den analytischen Ansätzen, deren Einsatzgrenzen und
Genauigkeit nun exakt bekannt sind, die Festlegung von Richtwerten für die Ent-
wurfsparameter ermittelt werden. Anschließend können durch den Einsatz der FEM-
Simulationen die Entwurfsparameter um den bestimmten Richtwert variiert werden,
um den Entwurfsparametersatz zu finden, der die optimalen mechanischen Span-
nungen in der Platte ergibt. Das beschriebene Iterationsverfahren wurde in dieser
Arbeit zum Entwurf eines neuartigen piezoresistiven Hochdrucksensors eingesetzt.
Die entstandenen Algorithmen zur Beschreibung des Entwurfsprozesses von her-
kömmlichen piezoresistiven Silizium-Druckmesselementen wurden in einer Soft-
ware implementiert. Das neue Programm bietet im Berechnungsmodus die Mög-
lichkeit der Berechnung des statischen Übertragungsverhaltens bei Vorgabe der Ent-
wurfsparameter. Im Entwurfsmodus werden, ausgehend von den gewünschten Ent-
wurfskennwerten, alle zielführenden Entwurfsparametersätze bestimmt. Der Druck-
messelement-Hersteller hat somit die Möglichkeit denjenigen Entwurfsparameter-
satz zu wählen, der mit den geringsten Herstellungskosten verbunden ist.
Im Rahmen dieser Arbeit wurden zwei Verfahren zur Verfeinerung der analyti-
schen Lösungsansätze durch die Auswertung von FEM-Simulationsergebnissen un-
tersucht. Im ersten Verfahren wurde die Herleitung von neuen analytischen Ansät-
zen durch die Anwendung der Interpolationsmethode auf die FEM-Simulationser-
gebnisse versucht. Aufgrund der hohen Komplexität des Verfahrens, ist es für den
praktischen Einsatz nicht geeignet. Die Anwendung des Regressionsverfahrens zur
Herleitung von analytischen Ansätzen für die Durchbiegungsfunktion von Druck-
messplatten führt zur sehr genauen Ergebnissen. Die Abweichung der Ergebnisse
des ermittelten Regressionspolynoms für die Durchbiegungsfunktion von den ent-
sprechenden FEM-Simulationsergebnissen liegt bei ca. 1%. Die Berechnung der
mechanischen Spannungen aus dem Regressionspolynom der Durchbiegungsfunk-
tion führt zu ungenauen Ergebnissen. Der Grund liegt darin, dass die mechanischen
Spannungen durch zweifache Differentiation der Durchbiegungsfunktion berechnet
werden. Damit können kleine Abweichungen bei der Bestimmung der Durchbie-
gungsfunktion zu sehr großen Abweichungen bei den mechanischen Spannungen
führen.
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10.2 Ausblick
Aufgrund der vielfältigen technischen Anwendungen der Plattentheorie wurden in
den letzten Jahrzehnten die analytischen Lösungen verschiedener Aufgabenstellun-
gen ausgiebig untersucht. Zum Entwurf von mikrosystemtechnischen Produkten
werden allerdings nicht alle Möglichkeiten ausgeschöpft, da nur stark vereinfachte
analytische Lösungsansätze verwendet werden. In dieser Arbeit erfolgte erstmalig
eine umfangreiche Bewertung von analytischen Ansätzen für unterschiedliche Plat-
tengeometrien. Es zeigte sich, dass die analytische Berechnung des mechanischen
Verhaltens in bestimmten Grenzen empfehlenswert ist, da so mit einem geringe-
ren Berechnungsaufwand Ergebnisse mit vergleichbarer Genauigkeit mit denen der
FEM-Simulationen erzielt werden können.
Gegenwärtig existieren einige Schwachstellen beim Entwurf von piezoresistiven Si-
lizium-Druckmesselementen aufgrund des mangelnden Wissens über einige Ent-
wurfsparameter. Es werden z.B. nach wie vor Näherungswerte für die piezoresisti-
ven Koeffizienten und für den spezifischen Widerstand der Piezowiderstände ange-
nommen. Diese Entwurfsparameter sind aus experimentellen Ergebnissen ermittelt
und unterliegen somit technologisch bedingte Schwankungen. Ebenso sind die Ma-
terialeigenschaften, wie z.B. die elastische Koeffizienten von Passivierungsschich-
ten, nicht genau bekannt. Da aber in bestimmten Fällen, wie z.B. bei sehr dün-
nen Druckmessplatten, der daraus folgende Einfluss auf das Übertragungsverhalten
nicht zu Vernachlässigen ist, besteht auf diesen Gebieten noch Forschungsbedarf.
In den zukünftigen Generationen von FEM-Simulationsprogrammen werden ein-
zelne Module zur Simulation des Verhaltens von einzelnen Mikrosystemprodukten
integriert sein. Die Bedienung der Programme wird soweit vereinfacht werden, dass
jeder Entwicklungsingenieur ohne Vorkenntnisse der FEM-Theorie in der Lage sein
wird, aussagefähige FEM-Simulationen durchzuführen. Dass dies möglich ist, wur-
de in dieser Arbeit mit einer Funktion der neuen Entwurfssoftware bestätigt.
Beim momentanen Stand der entstandenen Entwurfssoftware für piezoresistive Sili-
zium-Druckmesselemente müssen alle Eingaben für den zweistufigen Entwurfspro-
zess vom Anwender vorgegeben werden. In der Zukunft kann dieser Prozess au-
tomatisiert werden. Durch die Angabe von Startwerten für die Entwurfsparameter
kann der Grobentwurf durchgeführt werden. Sind für die Entwurfsparameter auch
Variationsgrenzen vorgegeben, so kann der anschließende Feinentwurf automatisch
durchgeführt werden. Eine weitere Erweiterungsmöglichkeit besteht in der Einbin-
dung weiterer Varianten des elektrischen Wandlers. Hier könnten die Erkenntnisse
aus aktuellen Forschungsarbeiten, die sich mit der Optimierung der Primärelektro-
nik von piezoresistiven Silizium-Druckmesselementen beschäftigen, eingebunden
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werden [98]. Eine sinnvolle Ergänzung ist die Implementierung einer Funktion zur
Abschätzung der Herstellungskosten, der im Entwurfsmodus berechneten optima-
len Entwurfsvorschläge. Dazu muss der Messelement-Hersteller die Kosten jedes
einzelnen Herstellungsschritts abschätzen.
Die Anwendungsgebiete für den vorgestellten neuartigen Hochdrucksensor finden
sich überall dort, wo eine hohe Überlastfestigkeit der Messelemente gefordert wird.
Anwendungen für Hochdrucksensoren mit geringeren Anforderungen an die Mess-
genauigkeit bestehen beim Einsatz der Sensoren zum Steuern von Schaltern. Der
Einsatz des neuen Hochdrucksensors in Anwendungen, die eine hohe Genauigkeit
erfordern, wie z.B. in der Automobilindustrie oder im Maschinenbau [27], ist prin-
zipiell möglich. In weiteren Arbeiten müssen aber die Probleme der geringen Lang-
zeitstabilität und des begrenzten Einsatztemperaturbereichs gelöst werden. Einige
Ansätze bestehen in der Anwendung anderer Materialkombinationen zur Herstel-
lung des Messelements, wie z.B. Silizium mit Quarz oder der Einsatz von SOI-
Druckmesselementen.
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A.1 Herleitung des Plattengleichungssystems
Zur Beschreibung des mechanischen Verhaltens der Platten wird der Gleichge-
wichtszustand am differentiell kleinen Element im verformten Zustand betrachtet.
Es wird davon ausgegangen, dass die Platte eine große Durchbiegung erfährt, aber





















Abbildung A.1: Differentiell kleines Plattenelement im kartesischen Koordinaten-
system.
Aus dem Kräftegleichgewicht in der x- und y-Achse sowie aus dem Momenten-
gleichgewicht um die z-Achse können die drei Scheibengleichgewichtsbedingun-
gen ermittelt werden. Aus den übrigen drei Gleichgewichtsbedingungen werden die
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Plattengleichgewichtsbedingungen hergeleitet. Es existieren somit sechs Gleichge-









































− qy = 0 (A.6)
Das System ist statisch unbestimmt und daher ist die Betrachtung der Verformungs-
beziehungen notwendig. Die Verformung der Plattenmittelfläche resultiert im all-
gemeinen von einer der folgenden Ursachen:
• die Verschiebung der Plattenmittelfläche,
• die Plattenbiegung und
• die Scheibenschnittgrößen.
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Die Verzerungen in der Plattenmittelfläche können durch folgende geometrische










































darin sind w die Durchbiegung der Platte, u die Verschiebungen aufgrund von nx
und v die Verschiebungen aufgrund von ny. Die Verformung der Platte kann über
das Stoffgesetz mit den mechanischen Spannungen in der Platte gekoppelt werden.
Unter der Annahme des HOOK’ schen Gesetzes als Stoffgesetz resultieren aus den




















































































Wie in der Tabelle 5.1 gezeigt wurde, können die Schnittgrößen als Funktionen der
mechanischen Spannungen geschrieben werden. Nach der Durchführung der Inte-





















































































































darin sind K die Plattensteifigkeit und 4 der LAPLACE-Operator. Mit diesen Glei-
chungen kann wiederum eine weitere Vereinfachung der Darstellung der mechani-






















Durch einfügen der Gleichungen (A.19) und (A.20) in der 4. Gleichgewichtsbedin-
gung (A.4), lautet die beschreibende Gleichung:
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Diese Differentialgleichung beinhaltet neben der Durchbiegungsfunktion w der Plat-
te und der senkrecht zur Plattenmittelfläche wirkenden Druckbelastung p auch die
unbekannten Scheibenschnittgrößen (nx, ny, nxy). Ihre Berechnung erfolgt über die














Die Berechnung der Spannungsfunktion erfolgt mit einem analytisch aufwendigen
Verfahren. Es wird eine Verträglichkeitsbedingung definiert, die aus dem Verfor-
mungszustand der Platte abgeleitet wird [21]. Ziel des Verfahrens ist es, die Ver-
formungen u und v aus den Gleichungen (A.13) bis (A.15) zu eliminieren. Die
Methode führt zu einer weiteren partiellen Differentialgleichung vierter Ordnung,
die einen Zusammenhang zwischen der Spannungsfunktion F und der Durchbie-














A.2 Herleitung numerischer Näherungslösungen
A.2.1 Globale Ansätze
Die Lösung der Aufgabe der Minimierung des elastischen Potentials wurde zuerst
von W. Ritz durchgeführt [48]. Zur Erläuterung des Verfahrens wird der Übersicht-







Abbildung A.2: Virtuelle Verrückungen einer einseitig fest eingespannten Platte.
In der Abbildung A.2 ist eine einseitig fest eingespannte Quadratplatte mit der Kan-
tenlänge a und dem Volumen V dargestellt. Die Platte wird ganzflächig senkrecht
zur ihrer Oberfläche A durch einen konstanten Druck p belastet. Wenn für die me-
chanischen Spannungen in der Platte der ebene Spannungszustand vorausgesetzt







(σxεx + σyεy + τxyγxy) dV (A.29)
Mit dem Stoffgesetz können die Verzerrungen aus der Gleichung A.29 durch die















A.2 Herleitung numerischer Näherungslösungen
Ersetzt man in diesem Ausdruck die mechanischen Spannungen mit den analogen














































Für die unbekannte Durchbiegungsfunktion w wird ein Lösungsansatz w˜ gewählt,
so dass gilt:
w ≈ w˜ =
n∑
i=1
aifi, i ∈ [1, 2, ..., n] (A.34)
Darin sind fi die Vergleichsfunktionen und ai noch unbekannte Koeffizienten.
Die Vergleichsfunktionen fi müssen so gewählt werden, dass jede einzelne die
geometrischen Randbedingungen erfüllt. Die unbekannten Koeffizienten werden
durch die Erfüllung der Forderung zur Minimierung des elastischen Potentials er-







= 0, i ∈ [1, 2, ..., n] (A.35)
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Mit der Bestimmung der Koeffizienten ai kann die Näherungslösung nach Glei-
chung A.34 bestimmt werden. Für dieses Verfahren ist die Kenntnis der partiellen
Differentialgleichung des mechanischen Problems nicht notwendig. Somit ist eine
wesentliche Vereinfachung zur Bestimmung der Durchbiegung w erzielt.
Ein ähnliches Verfahren, welches aber vom Prinzip der virtuellen Verrückungen
ausgeht und die Kenntnis der partiellen Differentialgleichung erfordert, wurde von
B. Galerkin (1871 - 1945) entwickelt. Eine virtuelle Verrückung δw der Platte aus






Wird für die Beschreibung der Plattenaufgabe aus der KIRCHHOFF’ schen Formu-




⇐⇒ p = K44w (A.37)










(K44w − p) δwdA = 0 (A.39)
Zur Integration, des für das gesamte Gebiet der Platte gültigen Integralausdrucks,
wird ähnlich wie beim Verfahren von RITZ vorgegangen. Für die Durchbiegung w
wird wieder der Lösungsansatz A.34 gewählt.
Die Vergleichsfunktionen fi müssen aber in diesem Verfahren sowohl die geometri-
schen Randbedingungen, als auch das Gleichgewicht der Schnittkräfte an den Plat-
tenrändern erfüllen. Die unbekannten Koeffizienten ai müssen so bestimmt werden,
dass die Gleichung (A.39) erfüllt wird.
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Die virtuelle Verrückung δw˜ ist gleich:
δw˜ = f1δa1 + f2δa2 + ... + fnδan =
n∑
n=1
fiδai, i ∈ [1, 2, ..., n] (A.40)
Durch Einfügen dieser Beziehung in (A.39) und umstellen der Operatoren entsteht




















fidA = 0, i ∈ [1, 2, ..., n] (A.41)
Bei den Verfahren von RITZ und GALERKIN werden für die Verschiebungen Ver-
gleichsfunktionen eingeführt, die sich über das gesamte Gebiet des elastischen Sys-
tems erstrecken [35], [52]. Aus diesem Grund heißen diese Ansätze auch globale
Ansätze.
A.2.2 Lokale Ansätze
Eine weitere Kategorie der Näherungslösungsverfahren sind die diskretisierenden
Verfahren. Dabei wird das gesamte Gebiet des elastischen Systems in kleine (dis-
krete oder finite) Bereiche unterteilt. Diskretisierende Verfahren werden sowohl zur
analytischen Lösung der partiellen Differentialgleichung [10], als auch zur Erwei-
terung der beschriebenen Näherungsverfahren mit globalen Ansätzen eingesetzt.
Das Differenzenverfahren ist ein diskretisierendes Verfahren zur Lösung der Plat-
tendifferentialgleichung. Dabei werden die Differentialquotienten in der Platten-
gleichung und in den Randbedingungen durch Differenzenquotienten ersetzt und für
ausgewählte Stützstellen aufgeschrieben. Es entsteht ein Gleichungssystem, wel-
ches für die unbekannten Funktionswerte an den Stützstellen gelöst werden kann.
Die Finite-Elementen-Methode ist ebenfalls ein diskretisierendes Verfahren, wel-
ches auf den gleichen Grundlagen wie die Verfahren mit den globalen Ansätzen ba-
siert. Zur Durchführung der FEM-Berechnungen wird das Prinzip vom Minimum
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des elastischen Potentials verwendet. Der Unterschied zu den Verfahren mit den
globalen Ansätzen liegt darin, dass die Lösungsansätze nach Gleichung A.34 sich
nicht mehr über das gesamte Gebiet des elastischen Systems erstrecken sondern nur
in Teilbereiche -die finite Elemente- beschränkt sind. Die Näherungslösung für das
gesamte Gebiet setzt sich somit aus den Lösungsansätzen der einzelnen Elemente
zusammen.
In der Abbildung A.3 ist das FEM-Modell einer Platte dargestellt. Die Platte ist in
Elemente zerlegt, die zusammenhängend ein FE-Netz bilden. Benachbarte Elemen-




Abbildung A.3: Platte mit FE-Netz.
Im Vergleich zu den Näherungsverfahren mit den globalen Ansätzen weist die FE-
Methode folgende Besonderheiten auf:
• Die Ansatzfunktionen fi erstrecken sich nur über den Bereich eines Ele-
ments. Da sich die Gesamtverschiebung des Systems aus den Verschiebun-
gen der einzelnen Elemente zusammensetzt, können einfachere Ansatzfunk-
tionen verwendet werden. In der Praxis sind die Ansatzfunktionen für Ele-
mente zur Lösung von Aufgaben der Strukturmechanik Polynome höchstens
dritten Grades [4].
• Als unbekannte Koeffizienten ai werden beim FEM-Verfahren die Freiheits-
grade an den Elementknoten gewählt.
• Mit der FEM können beliebig komplizierte Strukturen berechnet werden. Da-
bei ist nur notwendig, dass die Struktur in zusammenhängenden Elementen
zerlegt werden kann.
• Die Genauigkeit der Rechnung hängt nicht mehr mit die Güte des globalen




B.1 Rechteck- und Quadratplatten
Die analytischen Ansätze für Quadratplatten können von den Ansätzen der Recht-
eckplatten abgeleitet werden. Dazu sind die Kantenabmessungen in den Lösungs-
ansätzen für die Rechteckplatten gleich zu setzen (a = b).
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B Analytische Lösungen
B.1.1 Fest eingespannte Rechteckplatte „Grober Ansatz“
Tabelle B.1: Fest eingespannte Rechteckplatte mit konstanter ganzflächiger Belas-










Plattengleichung ∆∆w = p
K
Randbedingungen




































B.1 Rechteck- und Quadratplatten
B.1.2 Fest eingespannte Rechteckplatte „Feiner Ansatz“
Tabelle B.2: Fest eingespannte Rechteckplatte mit konstanter ganzflächiger Belas-










Plattengleichung ∆∆w = p
K
Randbedingungen














































































Plattengleichung ∆∆w = p
K
Randbedingungen


























































































Xn und Yn aus der Randbedingungen zu bestimmende Koeffizienten
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B.1 Rechteck- und Quadratplatten
B.1.4 Frei drehbar gelagerte Rechteckplatte
Tabelle B.4: Frei drehbar gelagerte Rechteckplatte mit konstanter ganzflächiger











Plattengleichung ∆∆w = p
K
Randbedingungen










































B.2.1 Fest eingespannte Kreisplatte
Tabelle B.5: Fest eingespannte Kreisplatte mit konstanter ganzflächiger Belastung






































B.2.2 Festeingespannte Kreisplatte bei großer Durchbiegung















































B.2.3 Frei drehbare gelagerte Kreisplatte
Tabelle B.7: Frei drehbar gelagerte Kreisplatte mit konstanter ganzflächiger Belas-

















































64K(−1 + µ)(1 + µ)2
σr|r=R
EpR2h
4K(−1 + µ)(1 + µ)2
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B.2 Kreisplatten
B.2.4 Kreisplatte auf elastischer Bettung













Plattengleichung ∆∆w = p− kw
K
Randbedingungen






|(r=R) 6= 0, ∞
Durchbiegungsfunktion
w(r) = −
2p (kpiR4 − 24Kp(1 + µ))
k (kpiR4 + 96Kp(1 + µ))
−
5pipR4





2p (kpiR4 − 24Kp(1 + µ))
k (kpiR4 + 96Kp(1 + µ))
σr|r=0
5EppiR2h
(1− µ2)(kpiR4 + 96Kp(1 + µ))
σr|r=R
5EppiR2h
(1− µ2)(kpiR4 + 96Kp(1 + µ))
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